











EINLEITUNG 


IN DIE T11E011IE 


IM'IR 


MIEN EllWRENTIAIilLEICHllNGEN 


MIT 

MINER UNARHANEIEEN VARIAREEN 


Dk. loth ah heffter, 

K, O, I'UonihhOU AN 11 Vi U » Nl VUHKITAT Uil.HMIN, 


M IT :s FUJI! HEN l.M TEXT. 



LKIl'ZIC, 

lllitlEK UNI) V H K IiA (1 V()N ». (I. T KUHN K K. 


1KBI, 



ABLE BECHTE, 

EINSOHLIESSLICH DNS t’JEMBSETZUNGSHEOlIT8, VORBUUALTUN. 



SEINEM IIOOIIVRREIIRTKN LEI I HER 

1IMRRN PROFI4S80R Dr. L. FUCHS 

IN HKRZUOIIER, DANK HARK MIT 


ZllUKKKINK'l’ 


VOM V10 R PASS DR. 




Vo TWO L*t. 


Beitdom die Theorie dor linearen Dinerentiulgloicdiungen durch 
die beiden Abhandlungen von Kuelis ini (5(> ttm und (»S ion Hand dew 
Orellekselien Journals, denon scdion 1 S(>f> (‘inn Publication im Jalires- 
bcrielit dor stiidtiselicn (<ewcrbcK(diule zu Berlin vornusgegangen war, 
dio (Jrundlago Hirer heutigen (Jest.ult crhalten bat, ist eine umfang- 
reielie Liieratur fiber diesen Begenstand erschienmr, aber nbgesidieu 
von (bon YVerk von Tli. (- ra i g (A treatise on linear diilerent.ia.1 equa¬ 
tion^ t 1. New-York, 1Httd) und von solehen Buchern, in dcncn die 
genamde r riu v orio nur a Is spezieller Teil (dues grbsseren Banzen or « 
Hflnunt (wie z. H. in K oen igsbe rge rhs Lehrlmch der Throne der 
DinVrentiulgleiehungon, Leipzig, LSKb), felili; es lusher noeh immer 
an oinor einheitliohen zusnmmonfasseiiden I hirstollung. W(‘im nun 
aueh diesem Mangel (lurch das in Vorboreiiung hegriffene „iIundl>uoh 
der Theorie der linearen Dillereniialgleudiungeid* von L. He h hosing or 
in Berlin, welches die gauze h'nlIn des nngehuuflen Stoffes ordinal 
and nbersichtlieh (»ntwick(dn will, in umtassender We iso abgehollen 
wird, so bleibt duneben doeli noeh das Bcduriitis nach einor —- soweit 
os die Vt‘rhii11nisHo gestation elemental* gehaltcnen EinfUhrung in 
die Hrundlagon d<‘r Theorie bestehen. 

Diesem Bedilrfnis wilnseht das vorliegende Hindi zu entspreehen. 
Ms mbrhte dundi einen mogliehst bequemen Eingang einen immer 
grbsseren Kreis von Muihmnuiikern zum Einiritf in dieses fruehtbure 
unci wielilige Hebiet dm* W issonselnift veranlassem Eh ho lit, sclion 
(bun Siudierondon, dm* m*st die Hleniente dm* Differential- und Integral- 
reehnung, dm* Kinudionentheorie und die Ilauptsiifze der 1 )eterminuu- 
tentheorio beherrsehi , jenen Eintritt zu ermugliehen und vielleicht 
amdi dmn Doeenien (dnmi Le it fa den fllr eine einfilhmide Vorlesung zu 
lieferm 

Zur Erreiehuug dieses Z weeks Heliien in erster Linie. eine Jk- 
schriinkuwj in dvr Auswahl des tSfofJvs gebofen. Der In halt dc*H Buehes 
umfasat deshalb im weseutlichen nur den Naehwein tier Existenz von 
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Integralen und die Untersuchung von deren Verhalten in der Um~ 
gebung der einzelnen Stellen bei linearen homogcncn Difforential- 
gleichungen mit eindeutigen Coefficienten. Im iibrigon wurde nur 
zugelassen, was als Hiilfsmittel oder Illustration fur dicac Ilauptauf- 
gabe dienen konnte, oder was sich umnittelbar daran ankniipfen Hess. 
Hierin rnoge es seine Erklarung linden, wenn z. B. die elegante und 
an und fur sich nicht schwierige Theorie der adjungicrten Dillomitial- 
gleicliungen in dem Buche nicht beriihrt wird. Filr das weitergehende 
Studium darf ja auch der Leser auf die schon erwiilmten Biieher von 
Craig und Schlesinger, vor allem aber auf die einschliigigen Origi¬ 
nal abhandlungen verwiesen werden. 

Von besonderer Wichtigkeit mit Kiicksieht auf das angestrcbte 
Ziel war dem Verfasser die Anordmmg fles Staff es und die Vorbindung 
seiner einzelnen Teile. Er wunschte einen Weg zu verfolgen, der 
moglichst naturgemass erscheint und bei Venneidung von Wieder- 
holungen, soweit es irgend angeht, stcts vom Einfacheren zum Oom- 
plicierteren und Schwierigeren vorschreitot. Es sei geHtattet, diesen 
Weg schon an dieser Stelle kurz anzugeben. 

Da die Coefficienten der der Untersuchung zu Crumbs gelegtcm 
linearen homogenen Differcntialgleichung nach Voraussetzung in der 
Umgebung jedes Wertes der unabbangigcn Variablen die (Jestalt von 
eindeutigen Potenzreilien haben, liegt die Fra go nahe, oh sich vitd- 
leicht auch ein Integral der Differentialgleiclmng in Form einer Heibe 
bestimmen lasst. Sie findct ill re Beantwortung in Kapitel J insoweit, 
als die Moglichkeit der formalon Herstellung einer derartigen lieihe 
inittelst einer JRecursionsformel nachgewiesen wird, falls man sowoltl 
von den Coefficientenreihen, als von der angesetzten Integralreiho an- 
nimmt, dass sie sich bei der in’s Augo gofassten Stelle bestimnil ver- 
halten, d. h. hochstens in Richtung der waohsenden Exponenten in's 
Unendliche gehen. In Kapitel II wird darauf die linrehmmj der iieiheu - 
coefficienten aus der Recursionsformel einer eingehenden Untersuehung 
unterworfen und in Kapitel III die Gonvergeuz der so ennittdten 
Reihen dargethan, wenn der zu (Jrunde gelegte Wort der unubhiingi- 
gen Variablen eine Stelle der Bestimmtheifc *) ist. Da alle im Weier- 
strass’schen Sinne regularon Stellen der Coeffieienten Stellen der 

1) Die Einfiihrung dieses Begriffs (a. 8. 14) statist sich auf dit* BcwimfIVnheii 
der Coefficienten der Difierentialgleielmng; der Name ist im Anuchina an Kucha 
(Sitznngsber. d, Berl. Akad., 1880 , S. 281) gewiihlt. AnsehlieHsend an Thmnd 
(s. S. 90, Anm. 2)) nennt man die*elbcn Stellen mjnUlr; tlorh noil die let/,tern 
Bezeichnung bier nur in dem von Weiers trass oingdVihrten Sinn benutzi 
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Bestimmtheit fiir die Diiferentialgleichung sind, ist biermit die Existent 
von Integralen erwiesen. 

Das sich nuinnelir fiihlbar niachende Bedfirfnis nach einer Uber- 
niclit fiber die Fiille der Integrale fulirt in Kap. IV zu der Definition 
cines 1<\indumentaIrysfcms von Integralen und zu dor Untersucliung der 
Eigenscluiften eines solchen, woran sich die Zuriickfuhrung der Inte¬ 
gration von nicld homogenen linear en Diffcrentialgleichungen auf dic- 
jenige von homogonen anschliesst. 

Dureh Einfuhrung des Begrills eines Fimdamentalsystoms von 
Integralen gestaltet sich alsdann die Aufgabe der weiteren Untersucliung 
dahin, ein solehes fur die Umgebung jedes Wertes der unabliilngigen 
Varinblen zu ermitteln. Hire Lasting fiir rvguldre Id tell en in Kap. V findet 
sogleieh (due Anwendung aul' die Integration der tinearen Differential- 
gleielunigen mil eonstanten Coeffwienten . Von den unendlicli vielen 
regularen hhmdamentalsystemen gelangt man in Kap. VI zu dem Be- 
grill d(‘s monogenen (iebitder dvr Integralfunetion und zur Definition 
(hu* (Intppe der Diffirenfialglciclntng. 

Nunmehr muss sich die Unlersuehung den singutaren tdlellen zu- 
wenden, und zwar sell Hessen sich lnnsiohtlich der Einfaehheit zunaclist 
diejenigen der Dedimndheit an (lie* regularen St,el Ion an. Es wird so- 
naeli in Kapitel VIL die analytirehe (Jertalt der Integrate bei einer 
solchen Stelle enniltelt, wobei sie.li ergiebt, dass dieselbeu im allge- 
meinen mit Logarithmen behaftet wind, sich bestimmt vorhalten 
und in bestimmier Weise in Gruppen sondern. In Kapitel VIII wird 
dann die Bereclmung der logarithmenbehafteten Integrate nach einer 
Met,bode durehgeluhrt., die sich namenllieh (lurch Benutzung einer 
erweiterten Iteeursionsfonnel eng an die Methoden von Kap. I ; II, III 
ansrhliesst nnd ausserdem in Kapitel IX direki zu ein<‘r Zerl<*gung 
tier Integralgruppen in Ihdergrappen hlhrt. Hat sich so gezeigt, dass 
sich bei einer Stelle tier Bestimmtheit siimtliehe Integrale bestimmt 
verbal ton, so ist zur Mrgiinzung dieser Theorie der Bowels der Um- 
kehnuig dieses Satzes erwilnseht, welcher in Kap. X erhraeht wird. 

Da hei Id teller der Unherthnmtheit die lusher benutzten Methoden 
versagen, muss ein Ersatz gesehaflen warden, der sich in der b'nnda - 
mertalyleichumj (Kap. XI) darbietet. Mit ihrer Hi! He warden in Kap. XII 
bezilgltch der amdytireher (iertalt der Integrate fiir die (hngebung einer 
betiebiger ring alarm Id telle diejenigeu liesultate wiedergefunden, die 
sich vorher mittelst der Ueeursionsformeln i*Ur Stellen der Bestinnnt- 
heii ergeben haben, * mit dem Untersehied natUrlieh, dass sieb bei 
einer Stelle der Unbestimmibeit nicht samtliche Integrale bestimmt 
verhalten kbnnen. Da es a bar mbglich ist, dass bei einer Id telle der 
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TJribestimmtheit ein Teil der Integrate sich bestimmt verhatt, so erfordert 
dieser Fall in Kap. XIII eine besondere Behandlung, welche auch 
Gelegenheit bietet, auf die ZerlegbarJceit und Redulctibilitdt von linearen 
Differentialgleichungen einzugehen. 

Bndlich muss in Kap. XIY dem Yerhalten der Integrale fur un- 
endlich grosse Werte der unabhangigm Varidblen noch eine besondere 
Betrachtung gewidmet werden, wonach in Kap. XY die Aufstellung 
und kurze Untersucbung derjenigen Differentialgleichungen, die im Ihul- 
lichen und Unendlichen nur Stellen der Restimmtheit besitzen, den Ab- 
scbluss des Ganzen bildet. 

Die Art der Darstellung des vorstehend sbizzierten Inbaltes ver- 
folgt das Ziel, einerseits nacb Moglichkeit zu vereinfacben und zu- 
sammenzuzieben, andererseits aber aucb keine Liicken zu lassen, zu 
deren Ausfiillung weitergehende Kenntnisse aus anderen Gebicten dor 
Mathematik erforderlich waren. Aus diesem Grunde glaubte sick dor 
Yerfasser zu einer gewissen Breite des Ausdrueks borochtigt; or 
hofft, dadurcb dem Anfiinger das Yerstandnis zn erleichtem. Dem 
gleicben Zweck sollen zahlreiehe, den meisten Abschnitten beigelugie, 
moglichst einfacbe- Beispiele dienen. Ebenso ist der dem Buell mit- 
gegebene Anbang zur Bequemlichkeit des Lesers bestimmt. Er entliii.lt, 
solcbe Hulfssatze und -Betracbtungen, die nicht der Tbeorie der linea- 
ren Differentialgleichungen selbst angehoren und in der Form, wio xie 
hier gebrauebt werden, niebt unmittelbar aus leiclit zugiinglielieu 
Buchern entnommen werden' konnen. Durcli die Fernbaltung dieses 
Materials aus dem Text des Bucb^s und Verweisuug in einen beson- 
deren Anhang sollte vornehmlich einem sebon vorgeschritteneren Lexer 
gedient werden, der diese Hiilfsbetracbtungen andernfalls zum '1'eil 
batte iiberscblagen mussen, wabrend sie mit Rucksicht auf dem An- 
fanger wobl niebt ganz fortbleiben durften. 

Was nun die Quellen anlangt, denen man die in dem vorliegen- 
den Bueh dargestellten Grundlagen der Theorie der linearen Dillenm- 
tialgleichungen verdankt, so sind dies im wesentlichen die Aldiund- 
lungen von Fuebs, Frobenius, Hamburger, Thome und anderen, 
nicht zu vergesseu die Bemerkungen Riemann’s in dessen Nachluss. 
Wo immer -dem Verfasser bei der Bearbeitung eine von diesen Quellen 
vorgelegen bat, oder -wo ihm aucb nur nachtraglich die zuniichst im 
Interesse des einbeitlichen Charakters des Ganzen moglichst unabbiingig 
durchgefiihrte Entwicklung mit derjenigen hei anderen Autoren ebut 
Yerwandtscbaft zu zeigen sebien, wurde direkt auf die betrellcmle 
Stelle verwiesen. Gleicbwohl ist es bei dem Charakter des I Inches 
niebt nur niebt ausgescblossen, sondern wohl unvermeidlicli, das.s in 
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manchen Fallen eine solche Verwandtschaft mit anderen Darstellangen 
unbemerkt geblieben ist, was von diesem Gesichtspunkt aus angesehen 
nnd entschuldigt werden moge. Am nachsten ihrer Art nach stehen 
der vorliegenden Arbeit vielleieht drei franzosische Publicationen, die 
deshalb, obwobl sie auch im Text citiert werden, sclion bier genannt 
werden sollen; es sind dies 

Tannery, Proprietes des equations differentielles lineaires a 
coefficients variables (Annales de recole normale, 2 me serie, 
t. 4., 1875), 

Floquet, Sur la tbeorie des eq. diff. lin. (Ebenda, t. 8 (1879) 
Supplement), 

Fabry, Sur les integrates des eq. diff. lin. a coefficients rationels 
(These, Paris, 1885). 

Nicht erforderlicb dagegen erscheint es, diejenigen Resultate und 
Methoden besonders bervorzubeben, die der Yerfasser als sein Eigen- 
turn betrachten zu durfen glaubt. Dies ist fur den Anfauger ohne 
Belang; der kundige Leser aber ist selbst in der Lage zu entscbeiden, 
was er in dem Bucbe als originell gelten lassen will. 

Endlicli ist es dem Verfasser ein tiefempfundenes Bediirfnis, auch 
an diese’r Stelle seinem lieben Freunde und einstigen Lebrer, Professor 
Dr. C. Koehler in Heidelberg, den berzlicbsten Dank auszusprechen 
fur die wahrhaft uneigennutzige und eingehende Art und Weise, in 
der er ibn bei diesem Unternehmen von Anfang an mit Rat und That 
unterstutzt bat. Auch Herrn Professor Dr. Franz Meyer in Claus- 
thal, dem bereits die Druckbogen vorgelegen * baben, ist der Verfasser 
fur das thatige Interesse, das er seiner Arbeit entgegengebracbt bat, 
zu Dank verpflicbtet. 

So moge das Buch seinen Weg in die Offentlichkeit antreten und 
in den Kreisen der Lernenden und Lehrenden seinem G-egenstand 
Freunde erwerben! Mochte es insbesondere auch den Beifall des- 
jenigen gewinnen, der freundlicbst gestattete, ibm dasselbe als Zeichen 
tiefempfundener Dankbarkeit fiir die seit langen Jahren und bis in 
die Gegenwart fortdauernde wissenschaftliche Anregung und Forderung 
zuzueignen! 

Giessen, im Dezember 1893. 


Lothar Heffter. 
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Einlcitung. 

1. Definition der linearen homogenen Differentialgleiclmng. Be- 
deutet x eine unabhangig veranderliche Grosse, y eine unbekannte 
Function derselben und sind y , y", ... die Zeichen fiir die successiven 
Ableitungen von y nacb x, so nennt man jede Gleichung 

11 , y', y ",.. .) = 0, 

in deren linke Seite von jenen Zeichen x und y selbst nicht notwendig, 
dagegen mindestens eines der y', y", . . . wirklich eintritt, eine Difje- 
rentialgleichung und zwar eine gewohnliche Differentialgleichung, weil nur 
gewohnliche Differentialquotienten darin vorkommen. x heisst die 
undbhdngige, y die (vermittelst der Differentialgleichung von jener) ab- 
lidngige Variable . Enthalt die Gleichung ausser x noch andere ver¬ 
anderliche Grossen, von denen y mithin auch abhangen wird, ohne 
dass jedoch nach diesen Veranderlichen genommene Ableitungen von 
y in der Gleichung vorkommen, so nennt man dieselben Parameter der 
Differ entialgleiclmng. 

1st y in) die Ableitung hochster Ordnung, welche in F vorkommt, 
so sagt man, die Differentialgleichung sei von der n ten Ordnung. 1st 
F — 0 eine algebraisehe Differentialgleichung , d. h. llisst sich die linke 
Seite in die Gestalt einer ganzen rationalen Function von y, y. . 
bringen, so spricht man noch von dem Grad der Differentialgleichung 
und versteht darunter den Grad jener ganzen Function in den genann- 
ten Grossen. 

Unter den gewohnlichen algebraischen Differentialgleichungen be- 
liebiger Ordnung sind nun die einfachsten diejenigen vom ersten Grade 
oder die gewohnlichen linearen Differentialgleichungen, d. h. Differential¬ 
gleichungen von der Form 

p a (v)v M + p +- V Pn(%)y + p(x) = 0, 

worin p 0 , p x , . . p )t und p irgend welche gegebene Functionen von x 
sind, und die Coefficientcn der Differentialgleichung heissen. Fehlt ins- 
besondere der von y und seinen Ableitungen freie Teil p(x), so nennt 
man die 1 ineare Differentialgleichung homogen. Da nun, wie sich 

Hof f ter, DilToronti ulgloictmugen. 1 
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spater zeigen wird, die Untersuchung der nicht homogenen stets auf 
diejenige von homogenen linearen Differentialgleichungen zuriickgeffihrt 
werden kann, so brauchen nur die letzteren den Gegenstand unseres 
Stadiums zu bilden, also die Gleiehungen der Form 

(i) jp 0 ( x )y M +i5 1 (^)j/ (n_1) + Pi(x)y (n ~ 2) 1-1- p»(a>)y = o. 


2. Die Coefficienten der Differentialgleichung. Der individuelle 
Charakter einer linearen homo gen en Differentialgleichung wird also, 
abgesehen yon der Ordnungszahl n, nur durch die Natur der Coeffi¬ 
cienten p 0) p x .. .p n bestimmt. Es ist deshalb erforderlich, uni den 
Gegenstand unserer Untersuchung genau zu bezeichnen, zuvor noch 
die Yoraussetzungen anzugeben, welche bezuglich der Coefficienten 
p 0} p x ... p n gelten sollen. Fur die unabhangige Variable x, welche 
an sich in ihrem Wertbereich vollig unbeschrankt sein soil, also alle 
reellen und complexen Werte annehmen kann, bedienen wir uns dabei 
unter Benutzung der geometrischen Darstellung complexer Grossen in 
einer Ebene der geometrischen Ausdrucksweise, sprechen also von 
der a?-Ebene, yon Punkten, Curyen, Flachenstficken in dieser u. s. w. 

Jede der Functionen p 0 , p x .. .p n ist nun durch die Art, wie sie 
gegeben ist, entweder fur die ganze a;-Ebene oder nur fiir einen be- 
stimmten Teil derselben definiert. Auch in dem Falle aber, dass 
nicht alle Coefficienten p QJ p x . .,p n fiir die ganze a;-Ebene definiert 
sind, konnen wir annebmen, dass es ein und nur ein msammenhdngen - 
des Gebiet Q in der #-Ebene giebt, fur welches alle n + 1 Coeffi¬ 
cienten gleichzeitig definiert sind. Gabe es namlich gar kein solches 
Gebiet, so ware dies gleichbedeutend damit, dass fiberhaupt keine 
Differentialgleichung yorgelegt ware. Giebt es aber mehrere, yon ein- 
ander getrennte Gebiete der gedachten Art, 6? 1; Cr 2 ,..., so wird sich 
spater (Kap. YI) zeigen, dass dann fur jedes derselben eine besondere 
Untersuchung angestellt werden muss, dass es sich dann also gerade 
so verhalt, als ob eine Differentialgleichung yorgelegt ware, deren 
Coefficienten fur G 1? eine andere , deren Coefficienten fiir 6r 2 definiert 
sind, u. s. w. Wir wollen den zusammenhangenden Bereich, fiir den 
samtliche Coefficienten p gleichzeitig definiert sind, das Gebiet der 
Differentialgleichung nennen. Dieses umfasst also entweder die ganze 
x -Ebene oder einen solchen Theil derselben, in welchem man yon 
jedom beliebigen Punkt nach jedem beliebigen andern Punkt gelangen 
kann, ohne die Begrenzung zu fiberschreiten. Die unendlich grossen 
Werte von x konnen zum Gebiet der Differentialgleichung gehoren 
oder dayon ausgeschlossen sein. Uebrigens kann man dieselben durch 
Ausfuhrung der Transformation 
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Kir die unahhangige Variable in emllielic Wertc des Gebietes dcr 
traiisformierten, abcrmals linearon homogenen Differonlialgleicliung 
vorwandeln, worauf wir spiiter oingehcnd zuruckkommen werden. 

Da es Hick turn liier bios mn cine Einleitung in die Theorie dor 
linearon Diilenmtialghudmngen haiulelt, wollon wir die boschriinkemle 
Annahme machen, (lass die (bef/icienim p {V p n . .. p a in dcm gauzen. 
Geluei der l)i/fbrMialglciehmu/ eiudeu!ige ? cndliehe und stelige amhjtisehe 
Functional sind odor naeh BelVeiung von cinem ihnen alien ankaikm- 
don nnd danun unwesentliehen gcmemsamen Factor, den wir jetzt 
inuner Hchon entforut; denkon wollen, dioso Eigensehaften erhalten. 
Die Functioned) p i)f p { ... p n sullen sick also nack der Wei erslants h- 
sehen Ausdrucksweise in deni ganzen (iebiet, dcr Dillcrcmtialgloieliung 
regular verhallen nnd sind nack deni Cauchy’solicit Fundamentalsaiz 1 ) 
in der Umgebung oines jeden Punktes x — a im Jnnern des Gchicles 
als gewbhnliehe Potenzreilien you x — a (die nur positive gauze 
Bolen/,on von x ~~ a entlmlten) darstellbar. 

S. Dio singiikiron Punk to dor Dillbrontialgloiclimig. Dividierl 
man die ganze Dillerentialgleiehung (1) dureh den Coeflicienten von y/ w) 

(2 ) ?/"> + * ?/ ( » ■> + ••-+%- 0, 

r o r<» 

ho sind aueli die OoeHicienten der so iranslbrmierten Differential- 
gleichung (2) regular in der Umgebung aller Punkte im Inneru des 
Gebietes der Dilleivntialgleiehung mil; Ausnahme dorjonigen, wo p {) (x) 
vo.rseh winded., weil dort mindestenH ciner der Coeflicienten von (2) 
unendlieh wird. Die ersleren wollen wir dosha,lb reguldre, die letzleren 
singula re HI el leu der 1) 1 /fere) dia Igl eich u i ig nennen. Nacli der fiir die 
Funetionen p iU p t . . . p n gelienden Voraussetzung kann man aber aneh 
in der Umgebung einer solchen singulnren IStelle x — a jedon der 
Quotienten 

Pi Pj P n 

Po ’ Pn* ‘ ‘ ’’ Pa 

naeh dem Cauchy ‘schen Haiz wieder als Poienzreihe von x —> a dar- 
stollen, die nur gauze Polenzen nnd hbehstens eine endltehe Anzahl 
negativer Polenzen enlkiilt. x a 1st also ITtr diejenigen dieser Quo- 
tienten, die dort unendlieh werden, naeh der Weierstrass’sehen Be- 

1) Vgl. />. B. Brief «'t Bouquet., Tht'orie dot* fonations ollipliquuK. II. Kd. 
Park 187*. p. 141). 

1 ' 
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zeiehnung nur eine ausserwesentlich singulare Stelle *). Deshalb soiled 
diejenigen Stellen, welche im Gebiet der Differentialgleichung liegen, 
fur die aber p 0 (x) verschwindefc, ausserwesentlich singuldre Stellen der 
Differmtialgleiclmng tmd im Gegensatz hierzu alie Punkte der ff-Ebene, 
welche dem Gebiet der Differentialgleichung nicht angehoren, wescnt- 
Uch singuldre Stellen der Differentialgleichung *) heissen. 

Nunmehr wollen wir jedem endlichen Punkte der #-Ebene in 
Bezug auf die Differentialgleichung eine gewisse Umgebung zuordnen. 
Bei einer regularen und ausserwesentlich singularen Stelle x = a sei 
dies das Innere des Kreises mit dem Mittelpunkt a, der durch den 
diesem Punkt am nachsten liegenden singularen Punkt der Differential¬ 
gleichung hindurchgeht. Die Umgebung einer wesentlich singularen 
Stelle % — a dagegen sei das Innere eines Kreisringes mit dem Mittcl- 
punkte a und so beschaffen, dass er vom Mittelpunkt a aus gerechnet 
der erste Kreisring von endlicher Radiendifferenz ist, der keinen sin- 
gularen Punkt enthalt, der also ganz dem Gebiet der Differential¬ 
gleichung angehort. Giebt es in unendlicher Nahe von x = a keinen 

andern singularen Punkt, wie z. B. bei der Function e x in der Niiho 
von x — 0, so kann der Radius des inneren Begrenzungskreises jenes 
Ringes beliebig klein genommen werden,* wahrend derjenige des liusseren 
Begrenzungskreises wie bei einer regularen oder ausserwesentlich sin¬ 
gularen Stelle bestimmt ist. 

Es liegt auf der Hand, dass es wesentlich singulare Stellen gcbcii 
kann, fur die eine Umgebung von endlicher Ausdehnung nicht exiatierl. 
Besitzt aber die wesentlich singulare Stelle x — a eine (endliche) 
Umgebung, so kann man innerhalb derselben nach dem LaurentAxeheii 
Satz 1 2 ) jeden der Quotienten 


Pi & Pn 

Po’ Pq } ‘ Pa 

in eine Potenzreihe von x — a entwickeln, welche aber unendlich vieie 
negative Potemen enthalt. Hiermit rechtfertigt sich nachtraglich — 
abermals durch die Uebereinstimmung mit der Weierstrass’schoti 
Namengebung — die Bezeichnung der nicht zum Gebiet der Different 
tialgleichung gehorenden Punkte als wesentlich singuliire Stellen dor 
Differentialgleichung. 


1) Dieselben Namen haben bei Fuchs eine anclere Bcdeutung. Vgl. CreH(» H 
Journ. Bd. 68. (1868). S. 378 und Artikel 34. 

2) Vgl. Briot et Bouquet, Th. d. f. ell. p. 158. 
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Fassen wir die vorangehende Erorterung kurz zusammen, so lautet 
ihr Ink alt: 

Wir unterscheiden reguldre , ansserwesentlich singulars und wesentlich 
singuldre Stellen der Differentialgleichung (1) oder (2). Die Gesamtheit 
der beiden ersteren zusammen bildet das Gebiet der Differentialgleichung . 
Die ansserwesentlich singuldren Punlote sind die Nullstellen von p Q (x). 
Jedem PunJot der x-Ebene ist eine Umgebung zugeordnet, welche bei den 
Stellen der beiden ersten Arten ein Kreis ist , bei der dritten Art ein 
Kreisring, dessen Flacheninhalt aueh Null sein Joann. Die Coefficienten 
der Differentialgleichung in der Gestalt (2) sind, sobald eine Umgebung 
von x — a existiert, nach ganzen Potenzen von x — a entwicloelbar . Ist 
x — a regular , so enthalten alle diese Beihen nur positive Potenzen; ist 
x — a ausserwesentlich singular, so Joommen aueh negative Potenzen vor, 
jedoch nur in endlicher Anzahl; ist x = a wesentlich singular, so enthdlt 
mindestens eine der Beihen unendlich viel negative Potenzen. 

4. Ziel der Untersuc&ung. Nackdem im Yorstekenden der Gegen- 
stand unserer Untersuckung genau festgelegt worden ist, tritt nun die 
Frage an uns heran, was als Ziel derselben zu kezeichnen ist. 

Eine Differentialgleichung legt uns, gerade wie eine algebraisclie 
Gleichung, das Problem vor, die in der Gleichung entkaltene uribc- 
Jcannte Grosse zu ergrimden. In unserm Fall kandelt es sicb also urn 
eine Grosse y, welche so als Function von x zu bestimmen ist, dass 
sie die Differentialgleichung erfullt oder befriedigt und zwar identisch, 
d. h. wenn sie in die Gleichung eingesetzt ist, spll deren linke Seite, 
die ja dann formal nur nock von der Variablen x abhangt, thatsach- 
lich aueh von dieser unabhangig und gleich Null sein. Eine Function 
y von x mit dieser Eigensckaft nennt man ein Integral der Differen¬ 
tialgleichung } ihre Ermittelung die Integration der Differentialgleichung. 
Diese Bezeichnungen liaben ihren Ursprung darin, dass das Problem 
einer Differentialgleichung eine Yerallgemeinerung des Problems der 
Integralrechnung oder besser umgekehrt dieses nur ein sehr specieller 
Fall von jenem ist. 

Der Inhalt dessen, was man unter Integration einer Differential¬ 
gleichung versteht, hat aber im Laufe der Zeit eine erhebliche Wand- 
lung erfahren. Wie man bei den algebraischen Gleiclimigen zunachst 
nach Auflbsung, d. h. nach einem Ausdruck der Wurzeln durck die 
Coefficienten vermittelst bekannter Functionszeichen trachtete, hierbei 
bald auf Sehwierigkeiten stiess, zweifelhaft wurde, die Existenz der 
Wurzeln erst beweisen musste (Gauss), aber nickt viel spater aueh 
die Unmoglichkeit, dieselben allgemein durch bekannte Functions- 
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zeielien zu erhalteu, eutdeckte (Abel) — silinlich bier! Man 

suchte zuuiiclist unter den bis dahin bekaniiten lAuietionon nach soldicn, 
welche die Differentialgleiehung erfiilltcn. War dies unmoglu-li, ho 
trachtete man, die Losung auf Qmdmturm zurUokzui’fihreii, d. h. auf 
Differentialgleichungen ersten Grades uiul crater Orduung von dcr 

Gestalt jr, — f(?c), — eine rein formale Vorselnebung dor Hchwicrig- 

keit. Da es aber nickt an Pullen mangelte, wo weder dan Pino noeh 
das Anclere gelang, warf sich aucli bier von solbst die Prage auf: 
jjGiebt es denn uberhaupt immer tin Integral? {l , eine Prage, die von 
Cauchy 1 ) in wesentlich bejabendem Sinn heantworlot wurde. Und 
als Gegenstiick zum AbePschen Saiz in der Algebra kbnutn man bier 
einen Beweis von Liouville 2 ) geltcn lassen, wonach das ellipiiseln* 
Integral erster Cattung niclit durcli die bekannlen Funetimien a,us 
driickbar, mit andern Worten also die enispreeitende PillbronUulglei- 
chung erster Ordnimg im alien Sian des VVortes nieht iulegrierbar isL 

So wurde die Stellung zum Diflerontialgleielumgs-Problem eine 
wesentlich neue. Wie man in der Algebra heuie nur noeh IVugt: 
„welches sind die Eigcnschaften dcr durcb eine bestimmie algebra! 
sche Gleiclmag definierten algebraisehen ZablV u , no bier: „ Welch's 
sind die Figensehafkn der Function , die (lurch cine bestimmie Di/farn 
tialgleiehung defmicrl wird? tl Willi rend IVilher vorzugsweise die IHU'e- 
rentialgleichungen interessierten, die man im damaligen tfinne integrie- 
ren konnte, ist es. jetzi gerade umgekehrt. Wo wir bekaunie expliriie 
Punctionsausdriickc hdbm, zieben wir diese natilrlich vor und werien 
die Differentialgleiclnmg als unniitz gowordene Kebale bed Suite; wo 
das aber nicht der Pall, da ist uns die Diilerontialgleiediung Hidbat das 
einzige Mittel zur Bestimmung der ihr gendgenden Puneficm. 

Wenden wir diese allgemeine Betraehiang auf den vorliegenden 
Pall an, so ist die Anfga.be, welcbe uns eine lineare bomogene l>ilh* 
rentialgleichung stellt, hiernach die fiiudionenlheorttisehe t 'niersuehung 
des Integrals , Im). der Inlegmlc auf (burnt der Daten der Di/fm nlml 
gleiclmng . 

Diese Untersuchung ist zu erbJlnon mil dem .Naehtens dcr Krista*,: 
von Integralm. 1st dersolbe gefiibrt, ho sind Meihoden zu eulwickein, 
welcbe sowohl — wenn dies mbglieh isl - die Ilmrlauoitj dir In- 
tegralwerte fur die Wcrte von a? im Gebiet der Kilfandiidgtelhumj g««. 
statten, als auch Aufschluss geben fiber das ttmdytischc I'crhaltt u der 
Integrate in der Umgchmg aller reguldren und sing id tin n PimkU, HiVrbid 

1) Ygl z. B. Briot ei; Bouquei, Th. d. i\ ell. p, «•", n. If. 

2) Jourti. de TBeolo Poly technique, Cab. 2a. ( 1834 .) p, 37 H. 
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wirtl wicli sehr bald solion cine weitcre Untcrscheidung anker dm single- 
Uiren Ihwiktm als notig erweiscn: wir w or den namlich JSnden, dass in 
gewisser llinsicht die reyiddren Stellen mit dm ausserwescntlich singu¬ 
lar en von bestimmter Art cinerscits den ubrigen ausserwescntlich singu- 
larcn and den ivcsentlich singuldren Stellen andererseits gegcnuberstelien, 
sodass aieli auch die Untcrsuclnuig entsprccliend diesen Leiden Arten 
von Punkten gabelt. Den Sellings soli cine kurze Betraclitung der- 
jenigen J)i/Jerenlialgleiclmnge)i bilden, tvclche nur Stellen dcr ersten Art 
bcsitscn. 



Kapiiiol I. 

Recuvsionsfonnd uml dc(<TininiVmi<l4* ilkklnm^ 

5. Feststollmig dor orston Aufgabon. Naeh don einlodendon Er 
ortorungeu ist die crslc Aufgabe der Ntwhtcvis der Kris/ni.: run hiiajrnlni 
der vorgelegtcn I) ifferoniiial gleicl iu n g 

(1) P(x 9 y) ■ . p () y {H) + ViV [n . 11 ~f • ■ • 'I ■ /V/ °- 

Darauf zielon deshalb aueli unstu't* niiebston Sob ri lie bin. 

Sei $ = () cine yarns hdicbkje tftcllr, regular odor .siugnliir, jednrb 
mit einer mdlkhm Unigcbmig. Wuh dann bier und im Iddguuden zur 
Vereinfaelnmg der Fonueln von x~ (> gesagl wird, gill nafuriioh I nr 
jede beliebige Stelle x — (t von drrsulben 1 lusrhallenbeii; man kann 
ja dureli die einfaclie Transformation 

x a x' 

diescn Fall auf jenen zurilcklubmi. 

Da nun in der Unigelmng von x • <> die < oofliumnlou />„,/>, . /r, 
der Dillerentialgleicliung nacli gatr/en Polenzen von a torn rbroitmulo 
lioihen aind, liegt es nahe, aueh die Intognile, d. b. do- 1 Aueinmon, 
welelic fur y in (1) Hubatiituiori, diene eiTiUlen, in d«*r HtJtiH mu 
lleihm zu sucheu, die nach .Potcnzm von x jhrisrhn d* it 

Hierbei zeigt zunaehst nine einlaehe Ueberlogung» d,m.> man 

nur solelie Kcilien in\s Auge zu fassen brauebt, derail uamt lirlm K\ 
ponenten (der Potenzen von x) sirli untendnander nur tun gmi, > Zafdm 
unteraebciden. (ienilgt nilmlieh dm* 1 HlVerentiulghbrhunu | 1 \ * i 111 ■ lu-dn* 
bei der diene Eigeuachafi nieht bestehl, ho kann man g zniugmi 
in eine Summe mehrerer Ueihen 

V : r h ■+ * I 

sodass etwa ifo HUr Potenzen enthalt, deren Exponential um o |t > r 
nur solelie, deren Exponenten von u. n. w. nur utu min/r Zablmi 
verschieden sind, wilhreud koine der 1 Hllerenzen /wisrhen o, . t . 
ganzzahlig odor Null fat. Da mm 

P(X, V ) | ■ , 
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ist fur (las idontiscke Yerschwinclen von P(x 9 rj) erforderlich, dass 
cinzeln 

T(x, ~~ 0, P(x, ife) 0, . .; 

denn, da die Coefficienten $) () , . . p it liur gauze Potenzen entlialton, 

troten in jedem der letzteren Ausdriicke nur solelie Potenzen von x 
auf, die in keinem der iibrigen vorkommen. Damit also die Ooefli- 
eienten dor einzolnon Potenzen von x Null sind, wie es das identisclie 
Verscdiwinden von P(x } g) erfordert, miissen jene Ausdriicke cinzeln iden- 
liscb versekwinden, d. In rj 1? . . miissen selbst Integrate sein. Ein 
Integra] r/, bei deni unsere oben ausgesproekene Beliauptung nieht 
erfiiHt ist ? liisst sick also stets als Summe melirorer Integralen dar- 
stellen, bei deren jedem sic or fill It ist. 

Die Rcihen, dureh welclie wir versucdien wollen, der .DiHbrential™ 
gleiekung (l) zu geniigen, sind duller in der Form 


Q) 


(*) 


anzusetzen, wobei a (due ganz beliebige, roe lie odor eoinplexe Zahl 
ist und k nur tj(m;:;:(ddigy Werte ilureklaufL Es ist natiirlich keines- 
wegs ausgosddosson, dass k dubei aucli negative ganzzahlige Werte, 
ja sugar unendlick viele solelie durehlaiilen kann. Allein, wenn man 
nun (2) in die Dillereniialgleiehung (1) substituiert und dann die 
(Joeflieienlen v k . der Koike (2) und a so zu bestimmen suclit, dass alio 
(beflieienton von x in deni Ergebnis joner Substitution verscdiwinden 
(IMcthodr dry nnhrsilnnidm (^rf/irindrn), so zeigt sick bald, dass die 
Auslulining dieser Aufgabe * wonigslens mil elementaren Iliilfs- 
milteln — unmbglieh ist, sowohl wenn k in (2) aueli unemlliedi vide 
negative Werte annimmt, als aucii, wenn einer dm* CoeRieienten 
Pm Pi * • Pn unendlieh vitde m‘gative Potenzen enthiilt. 

Es ist (laker eine nohrmdhjc Pewit yiinkung, worn wir nunmelir 
annehmen, x 0 sci nieht ivesentlieh siwjtdare tildlr odor a; — 0 gchih'c 
drm (trhivf dry Diffryndialgtrirhung <m, sodass in der Unigebung von 
x ■ - 0 (1) so geschrieben werden kann, dass die (loefiicienten koine 
negative!! Potenzen von x enthalien. Wir set/.en die < iloicliung 
wie bald ersiclitlieh scan wird, zur Vereinfacdmng ik i r folgenden For- 
meln insbesondero in die (Jest alt 


(:*) IV,!/) H - %\d/ • : <>, 

wo . . s ^bi gewblmlicke Potenzreihen von x sind und fiir x ■ ■■■-■ U 

niidit siimtlick versckwlnden. Die in dieser Welse eindeutig bestimmte 
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Gestalt (3) dor Differentialgleichung wollen wir doreu Nonna!form be! 
x — 0 1 ) aenneu. 

Es ist feraer geboten, — well, wie sdion suisgoHjiroohon warde, 
im entgegeiigesetzten Fall dor Erf'olg ausgosclilossi'ii ist nur amdi 
solchen Reihen 


( 4 ) 


n 



(k = <if, n 1 , . . ) 


zu fragen, wo dcr absolute Betrag von a — dun wir naeh We i <‘ r-> 
strass mit |a| bezeiclmen — einc cndlichc (ist. Wir wollen 
von eiuer solchen Reihe (4), deren An In ii^s(u)orii<*.i< k ni, r tt -1 0 ist, so- 
dass die Reihe thatsaelilich genau mit x a 7 nidit erst mit einer holm* 
ren Potenz begim.it, sagen, „sie geh ore rui dcr Zuhl odor ::n dan Kr 
ponenten a u oder kurz v m a u . Gleichzoitig wollen wir sagen , } dic 
Reihe 7] verhdll sich lei x — 0 bcsbimnl l \ weil sie mil. dm* heslimmlen 
endliclien Potenz ocr a multiplidort fur a; ™ 0 muon best inun I n } aid- 
lichenj von Null verschiedcncn Wcrl anmmmfc. 

Unsere erste Hauptaufgdbe ist daber die Anfsachung alter Integral' 
in Rcihcnfomij ivelche sich lei dcr Idkbigcn , dan (letdvt dcr Id/Jt radial 
gleichung angehorigen Sidle x = 0 bcslinml vcrhaltcn. 

Diese Aufgabe wird in den droi ersten Kapitol n bohandelt. In 
dem gegenwiirtigen ersten Kapitol warden die Gleidmngen aufgestdli, 
denen die Goefficimtcn c k der Reihe (4) zu gcnOgen luil>m», wolad sich 
auch eine Gleichung ergiebt, deren Wurztd der Anfangscxpunad a sein 
muss. 1m zweiten Kapitol wird ermitielt, tvclehv Wurzeln jener Glei¬ 
chung thatsaelilich Anfangsoxponenten von oiner Iteihe (4) sein kbnnmt. 
Im dritten Kapitel endlich wird gezeigt, wenn dio uufgeHtellimi Keihen 
convergieren, also Integrate darstellen. 


6. Die Reoursionsformol. Zur Berechmmg der (Wffioieulon r 
der Reihe (4) mdssen wir diose uml iliro n ersten Ableitungen in (l \i 
einsetzen und den entstehenden Ausdruck idontiHch zu Null madam. 
Zu dem Ende bezeiclmen wir den Sumnnitionsbuehstuben in tj jelzi 
mit s und haben also 


cfr L 
dx ^ 


V =J>Jc,SP <*_«, 

(») 

= ^ " 0 ft + 1) tv- 


Gusal.V n). 


u 


1) S. Frobenius, Crolles Journ. Oil. 80. (1870.) S. ail). 
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llm nucli in der Difforentialgleicluing (5i) die Rcilienform der Coeffi- 
cientou siohtbar zu maclien, sclireibcn wir 


wo 


Dami wird 



«, 1, 2,-0 




^ ( 0 ) 

u 


( ,r> ) ./'(a:, ty) 'V poi ^— 0 • • 0>‘ — « + l)c*a’ ,+i 

■iiimiiinwj ,i .. mm 

A X 

-I-V ^ *(,' — I) .. (.s' • » + 2)r,®H -i 

A x 




i j 


o(U*.r ? vv(‘iiii man die rrehle Keile ids droilache Summe selireibl , 1 ) 
(f>") l‘(y, t,) -1- " -I- 1)<‘,jH * 


/s , if, «-| l,. A 

j X .o, l, a,.. J 

V / j 


wolxu dan l'rodukl #(« - 1) .. (s - - w -|~ /' + 1 ) fOr v n mililrlich 

1 hi Hiitasii i»t, Dam it. nun »y) O wo.rdo, iuuhs der Auwlruck 

(, r >) odor (f>“) nucli Potenzon von x ^oordmd. und dmni der Ooelfiiuonl 
jeder oinzelnen Polonz gleioli Null tfUMokt. werdon. 

Zu dom Kudo mstmi wir 


und erluillen 

(O’) >i ) 


wo 


,N KSZ3 /C j A • r ~' /l" “ N 

a ~"') • • t* h 

a A 

A* *=»= «j & -J- 1 7 a -f- 2 ? .. . 


s keb ^, « ~f* 1 , . . ., /r , 


l) Ijlin^ti man die Summation iiber s tort und or*otxt c a (lurch 1 , ho hat man 
alao in dmn null ergebrndon Atmdrnck dim Kemdtai der Substitution von x* Hir y 
in (B). Diene Function von x xiennt Frohoni uh, Crolles Journ. lid. 80, S. Bl8, 
die dmmktemtmhe Function der J>i/fi rentiolgldchumj. 
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da far sr > 7 j * seine Bedeutung verliert, also =0 zu setzen 

ist, und 

v — 0 f 1 } .. n. 

Der Coefficient einer beliebigen Potenz x k in P(x, rf) ist dalier 

r— 7i $ — k 

(6) F ia ^yiy, pr, »-,«(« - 1) . . (s - U + V + 1) C s 

r = 0 

oder 

(6 a ) Flcce = ClkaCa + (tk a -f l^ot + l 4" * * 4“ Q>kkCk , 

wenn 

(7) a k , ~=^ p„, k - t s(s — 1) • • (s — n + v + 1) 

i' = 0 

gesetzt wird. Mit Hiilfe dieser abkllrzenden Bezeicliuungen ist also 

(5°) P (x, 7 }) = F-fca (* = «,« + 1 , as + ii, . . .) 

(k) 

und 

(8) 4" a ka -\-1 4“ ' * 4" @kkCk = 0 

(& = «, a + 1, « + 2, . . .) 

ein System von Gleiclmngen, welebem die Coefficienten c genilgen 
miissen, darnit Gleicliung (3) durcli (4) identiscli erfilllt. wird. Weil 
Formel (8) aber jedes c k , sobald a kk =f= 0, durcb die vorangelienden c 
ausdruckt, nennt man sie die Recursionsforinel der Coefficienten c 
oder der Reilie (4) oder aucli die m x = 0 gehorige Pecw'sionsformel 
der Lifferentialgleiclmiy (3). 

Wir fassen daher den Inbalt dieses Artikels daliin zusammen: 
Lie Coefficienten c einer sich bei x — 0 bestimmt verhaltenden lieihe 

7] EE y } C k Oj (* = a, « -f 1,. . ; 

(*) 

welche der LifferentialglcicJmiig (3) lei der ihrem Gebiet angehbrigcn Stelle 
x = 0 genilgen soli, milssen der liecursionsformel 

Fka O'kaCa 4“ Q>ka + lC a + 1 4” * ‘ + &kkCk — 0 

oder dem aus dieser fur h= a, a l,. . . entspringenden Gleichungs- 
system genilgen. 

7. Die determinierende Gleicliung. Wir baben bis jetzt nocli 
nicbt liervorgelioben, dass wir mit der Recursionsforinel zugleicli aucli 
scbon eine Gleicbung gewonnen haben, welcher der Anfangsexponent 
a der Reilie rj geniigen muss. Bildet man namlich die Recursions- 
formel (8) fur h = a, so reduciert sich dieselbe auf 
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da a * Ga - 0 • 

Damit also die Reilie mit der Potenz x a beginne, wozu erforderlich 
ist, dass c a 4= 0, muss 

Ci a a 0 

sein. Der Anfangsexponent a einer Reilie rj muss also eine Wurzel 
der algebraisehen Gleichung in h 

Click — 0 

sein, deren linke Seite wir gelegentlicli auch durcli File) 

FQc) 0 

bezeiebnen. Wegcn dieser Eigenschaft nennt man 

a, k ~FQc) = 0 

die m der Stelle x — 0 gehbrige determinierende Gleichung *), a k k = F (IS) 
die m x = 0 gehbrige determinierende Function . 

Der explicite Ausdruck dieser determinierenden Function ist nach (7) 

v=n 

(9) a„ = F(k) - 1) . . (ft — » + w + 1) , 

v = 0 

also, da p r0 die Anfangscoefficienten der Reihen in (3) sind, aus 
der DiHerentialgleicbung selbst unmittelbar abzulesen. 

Wir haben daher das Resultat: 

Der Anfangsexponent a einer Beihe rj 7 welche der Differentialglei- 
ehimg (3) geniigen soil, muss cine Wurgel der determinierenden Gleichung 

i>—n 

a kk = F(h) W) *(* — 1 ) • • (* — n + v + 1 ) = 0 

V = () 

sein. 


8. Grad der determinierenden Gleiclmng; Stelle der Bestimmtheit. 
Die determinierende Function ist nacli Vorstebendem eine ganze ratio¬ 
nale Function von 1c, deren Grad zwischen 0 und n variieren kann. 

Ist der Grad = 0, so besitzt die Gleiclmng gar keine endliche 
Wurzel*, folglich existiert gar kein Integral unserer Differentialgleicbung, 
das bei x= 0 die Gestalt einer sich daselbst bestimmt verbaltenden Reihe 
(4) hat. Dieser Fall tritt offenbar dann ein, wenn p n0 der einzige 
von Null verschiedene unter den Coefficienten (a/ = 0, 1 , .., n) ist. 

1) Dies© Bezeichnung hat Frobenius eingefuhrfc (Crelles Journ. Bd. 80. 
S. 318.) — Fuchs nennt dieselbe Gleichung determinierende Fundament algleichung 
(Crelles Journ. Bd. G8. S. 3G7). — Thom <5 nennt die Different zwischen n uad 
dem Grad der determinierenden Gleichung (s. Art. 8) den char aider istischen Index 
(Crelles Journ. Bd. 75. S. 267). 
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Von besonderer Wiclitigkeit ist der entgegengesetzte extreme 
Specialfall, dass der Grad der determinierenden Gleiehung n — gleich 
der Ordnung der Differentialgleicliung — ist. Dieser tritt nach (9) dann 
und nur dann ein, wenn 

d. li. wenn die Reike $P 0 (#) in (3) fur x = 0 niclit verschwindet. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafur y dass die m 
x = 0 gehorige determinierende Function von demselben Grad sei wie die 
Ordnung der Differentidlgleichung, besteht also darin 7 dass bei x = 0 die 
Differentialgleichung in die Form 

(10) x n< $ 0 yM + -{ -1- «5p„_ 1 2/'+ = 0 

gebracht werden Icann, wo < ^ 1 ., Jceine negativen Potenzen von x 
enihalten und $J3 0 insbesondere mit einem von Null verschiedenen constan- 
ten Glied beginnt 

In (10) kann man naturlicli auch durch $)3 0 dividieren und jeden 
der Quotienten 

** 

% ? 

da mit einem von Null verschiedenen constanten Glied beginnt, 
wieder in eine gewolmliche Potenzreihe entwickeln. An Stelle von 
(10) kann daher auch ebenso gut die Form der Differentialgleichung 
(10') x n y( n) + x n - 1< f$ 1 y { - n - l) + • • + $P» . y = 0 

gesetzt werden. 

"Wir wollen eine Stelle x = 0, deren determinierende Function 
den Grad n hat, und bei der daher die Differentialgleichung die Ge¬ 
stalt (10) oder (10') annehmen kann, aus spater ersichtlichen Griinden 
eine Stelle der Bestimmtheit nennen, alle iibrigen Stellen, welche jener 
Bedingung nicht geniigen, Stellen der Unbestimmtheit . Zu den ersteren 
gehoren insbesondere die regularen Stellen . Ist namlich x = 0 eine 
solche und ware p 00 = 0, so miisste ja einer der Coefficienten 
p r0 (v = l, 2, . ., ^^O sein (s. Gl. (3)). Dann wiirde aber nach 
Division der Gleiehung durch den Coefficienten von y^ mindestens 
ein Coefficient fur x = 0 unendlich werden. Zu den Stellen der Un- 
bestimmtheit gehoren alle wesentlich singularen Stellen , weil bei ihnen 
die Form (3) und daher auch (10) der Differentialgleichung ausge- 
schlossen ist. Die aasserwesentlich singularen Stellen konnen Stellen der 
Bestimmtheit oder der Unbestimmtheit sein. 

9. Specialisierung fiir regular© Stellen. Ist x = 0 eine regulate 
Stelle der Differentialgleichung, so konnen wir die Gleiehung in die 
Gestalt setzen 
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(11 ) O+ D, »<«-« 4-h = 0, 

wo D 0 , O,,.D» gewolinlielie Potenzreilien von x sind und Q (1 (0)4=^ 
1st. Um dioao (rloichung in die Normalform zu bvingen, maltiplieieven 
wir sie in it x n und luiben dann, vevglielien mit (;}), 

(12) afCl,'^ ^ 

Hofcst man alno 


( 12 ) 


$X 


V 

jLi 


0,^(0) 


x\ 


2 

A 


q vnr 


(Ar 0, 1, 


ho isi; naeb ( 12 ) 

(14) \) r2 q r, 2 —- r 

lilr v ,> lj wiihrend lur v < A ' q r ,+ 0 ini. Dio zu dor regu- 

lilron Klelle x ™* 0 gehbrigo Ibicmrsionsrormel lautef, daber naeh ((>) 
und (H) in der Hezeiehmmg der Gleielutng (11) 


(l!>) I'\« 



- ■ 1) .. (.s « n -{■ v + l)r H 


0. 


0 n 


Die deienuinierende Gleichung ist, aber naeh (b) und (Id) 
{ 1 ( ») 11,w «(*■ — 1) - • (••>■ n +0 = 0 


mid hai die Wurzeln 0, 1 7 . n 1. Seizt, man daber in (15) fiir 
a die kleinsio dieser Wumdn, a »- 0, o.in ? so bemerki man, dans fur 
s »; 3 o ; 1 f .. f n —' v — 1 das Frodukl a (a — 1) . . (,s — n v 1) 
und fflr s > k v die (iriksse q, s *„-*—*' versehwindot. Daber braueht 
man fiber s nur von s ~= v — v bis s -= k ~~ v zu summieren. Die 
fflr die kleinsie Wurzel a () <lt*r deLerminierenden <deiehung gebib 
dele lleeurHionsfonuel bei der regulilren Klelle a: - 0 der 1 inferential- 
gb k ielumg (11) lauiei also 

i A > > n 

(O) £ *, *.-,«(* " l).. {* - » + »' + Oo. - 0. 

y n i t 0 


Man kanu die Reeursionsfbrmel oiiu fc r Iteihe, weledie in der Um- 
gebung der regulilren Sielle ;r0 der DiHereniialgleiehung (11) 
genfigen soil, noeh in anderer Weise ableiten. Da nilmli<di die deier- 
minierende Gleirhung (lb) die Wurzel n <), l,.. 7 w -- l hut, kanu eine 
solehe Keihe nur in der Form: 


unges( k tzt wm’den. 



O) 


Naeh deni Tuy lor’seben Sutz ist abet* dann 
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1 


Ok 


7c ! 



:0 


Um also eine Beziehung zwisclien den c zu crmitioln, brauelifc man inn- 
erne solche zwisclien den Ableitangen verschiedener Ordnung von -tj 
anfzustellen und dann x = 0 zu setzen. Eine Beziehung der leizteren 
Art ist aber aus der Differentialgleielmng (11) leidit zu linden. DifVorem 
ziert man namlieli diese Gleichung, die wir mi Heist <les Summon- 
zeicliens kurz so sehrciben 



(Z; — w,)-mal nacli x 7 so ergiebt sieh 

.>-■<>. 


)' =~i() r 0 


Setzt man liierin x = 0 und demgemiiss 


SO fol^t 


( 18 ) 


(/ c — v -- r )! r Hta.it i/ k »' ^ ? 


Vrxsjj — n 


2 2 «w(\ ”)(<-■' , , 


I’-'-O r: :() 


Fillirt man liier Jin- r (lurch die <3 IcMclum**- 

n 

r •= /,; — v ..,s- 


den Summationsbuchstaben s cin, der also von U v his v v liiull., 
wiihrend r von 0 bis l — n goht, und dividiert (18) (lurch den von’ 
den Summationsbuchstaben v, r unabbiingigen und daher alien Ulicdcrn 
gemeinsamen Faktor Qc - n )!, so wird (18) mil, der aul andor.-m 
Weg abgeleiteton Formal (17) idenlisch. 

liir eine spiitcre Anwendung hoben wir nodi hervor was 
olme Scbwierigkeit aus (7) und (14) abzuleson isl, • dnss, wenn man 
(17) in die Gestalt (8) setzt 


<x>kkCk-\- (h k—i «*— i + • ■ • • (), 

n‘ "5* ,' t(t -')•• (* - » + I ), «,* .. Mh. 

(Ic l)(fi — 2)..(k — n+l) u.s.w. a M ., den Kaklor (/,■ u M) 

entlialt. 

Als Hauptinhalt dieses Artikels spreeheu wir aus: 

J)ie Wwgebt der m eincr mjnlurm Hlelle tjehdrum 
den Glcwnung sind 


0; U ““ 1 J 
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die mgehorige Recursionsforniel ergiebt sick entweder ans de>* allgemeincn 
Recursionsforniel dnrck Specialisiet'ung in der Gestalt (17) oder unab- 
hdngig von der allgemeinen Formel durch Differentiation der Differential- 
gleickung . 


10. Beispiele. Einige Beispiele mogen die Bildung der Recur- 
sionsformel und der determinierenden Gleichung noch weiter erlautern. 

1 . Beispiel: 

<*'-*% 0 y Cn >+ + = 0, 

wo q eine ganze Zahl mit der Beschrankung 

0 q <C n ? 

die 5(5 gewohnliclie Potenzreihen, 5(5 0 (0) 4= 0 und die Coefficienten 
keinen gemeinsamen Teiler mehr liaben. x = 0 ist Stelle der Bestimmt- 
heit und fiir q — n regular. Durch Multiplication der Gleichung mit 
x$ erhalt dieselbe die Normalform. Also ist die determinieren.de 
Gleichung 

W)Jo . . (* - » + 1 ) + 5 ^( 0 )*;.. (* — n + 2 ) + ■ • 

+ . . (k — p + 1) = 0; 

sie besitzt u. a. die Wurzeln 

0, 1,.., p —1. 

Man iiberzeuge sich davon, dass in der zugehorigen Recursionsforniel 
die Grossen 

aih durch JcQc — 1) .. (Jc — p + 1) 

1 ?? — 1) . • (]C — Q -f- 1) 

Q>k k—Q+i durch (Jc — q + 1) 

teilbar sind. 

Piir q = 0 nimmt die Differentialgleichung die allgemeine Gestalt 
an, in die man eine Differentialgleichung bei einer Stelle der Bestimmt- 
heit stets bringen kann*, fiir q = n wird x = 0 regulare Stelle. 

2 . Beispiel: 

%ny(n) _j_ —ly(»—1) -j- a 2 x n '~ 2 l/ n ~^ -(- • • 4" a nV — 0, 

wo die a x a 2 . . a n Constanten sind, hat x = 0 als ausserwesentlick sin - 
gulare aber Stelle der Bestimmfheit. Da die Gleichung schon in der 
Normalform vorliegt und 

$0 = 1, $1 = = 

reduciert sich die Recursionsforniel, da nur fur s = h ^ Vi f_.,=}=0 ist, anf 

Okk-Ck = 0, 


Hef ft er, Differontialgloichungon. 


2 
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10 . 


wobei nach (7) 

ctjck = k(]c — 1) . • (Jo — n + 1) + 7c • • (ft *— n + 2) + • * + (i a . 

Hiernach sind nur diejenigen c* =j== 0 und zwar ganz beliebig, deren 
Index eine Wurzel der determinierenden Gleicliung 

<*kk = 0 

ist. Sind also 




deren Wurzeln, so geniigen die mit willluirlichen Oonwtanten mull.ipli 
cierten Potenzen 


der vorgelegten Differentialgleichung. 

3. JBeispiel: 

x(x — 1 ) 2 /"— [y — (a + 0 + 1)a;|v/' -f- aji.p =~- (), 

worm a, j8 ; y Constanten, — eine selir beruhmte Gleiehung, dio wir, 
weil sie von Gauss zuerst behandelt wurde l ) ; burner ala (lanas’sclw, 
Differentialgleichung citieren wollen — hat x 0 und x 1 als 
ausserwcscntlich singuldre aber Destimmiheitsstdlen. 

a) bei x = 0 erhalt die Differentialgleichung die Normal form 
durch Muliplication mit x. Dann sind 

$o(») == x - 1, & (a) = 5 — [y — (« + /J + 1) X-1, (x) a fix 

ganze Functionen vou x ersteu Grades. Also wird die ileterminicnMide 
Gleichung 

— k(/c — 1) — yk = 0 

mit den Wurzeln 

0, 1 -y. 


Fiilirt man in der Kecursionsformel die Summation iiher v ■(), 1,2 
aus, so lautet dieselbo 


SW 3 - 1 ) 

w L 


+ s yf-’ho) 


(k — s)! 


[k - *)! 


(k — »)!). 


worin s = h, k —1,.. . zu setzen ist. Worm aber s < /,: . 1 ; v <*r- 

sehwinden alle Grossen infolge der Werto you s 4V- r ) J % ! '-(x). 

Somit erhalt man die meigliedrige Iiecursionsformi 


Ck [— k(k — 1) — ky\ 

"I - Ck —i [(7c 1) (Jc 2) (Jc — 1)(oc ——f— 1) -}~ cc(i\ -■■■■.•.- 0 

oder 

Ck k (Jc + y — 1) == Ck—i (k -j- a — 1) (k -f- (i — 1). 


1) Gauss, Werke Bd. III. p. 207 ff. 
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b) Bei x — 1 miissen die Coefficienten erst nach Potenzen von 
x — 1 geordnet werden: 

(x — 1)(1 + x — 1 )y"+ [« + /3 + 1 — y + (a + /3 + 1)0 — 1)] y' 

+ a/3 . y = 0. 

Nun verfahren wir genau wie vorher, nur muss in den Porinelu sfatt 
x — 0 x — 1 gesetzt werden. 

Es ist 

— 1 ) = i + C*— !), ^x(»—!) = «-f/3-t-l — y+(« + j3-fl)(a3—1), 
— 1) = ocfi(x — 1). 

Die determinierende Gleiehung wird also 

5Po(l)/i;(7c — 1) + + ^ 2 ( 1 ) = kQc + a + /? — y) — 0 

mit den Wurzeln 

0 ; y — cc — fi 

und die Recursionsformel schliesslich 

C] c 7c (7c -f- a -j- /3 — y) ~h i(7c -f- cc — 1) (7* -f- /3 — 1) = 0 . 

4. Beispiel: 

oc*y"+ aixy'+ a 2 y = 0. 

x = 0 ist ausserwesentlich singular und Stelle der Unbestimmtheit; denn 
es ist 

^ Po (^) = ^ = ) ^2 (^) ^ ^'2 ; 

die determinierende Function also 

7ca t + 

nur ersten Grades. 

5. Beispiel: 

x H y"+ + a 2 y = 0. 

x = 0 ist wieder Stelle der Unbestimmtheit, 

^Po(^) =: = $2(^) := ‘ a 2 5 

die zu x = 0 gehorige determinierende Function ist also 

«2, 

d. h. von x unabhangig; die determinierende Gleiehung hat also gar 
keine endliche Wurzel, und es giebt in diesem Fall sicher heme sich. bei 
x = 0 bestimmt verhaltende Reihe, welche der Different!* algleictmng 
genugt. . 



Kapitol II. 

Bereclmimg der Reilumcoeificieiiteii aus der Rociirsionsformel l ). 

11. Pracisierung der Aufgabe. Wir liaben im vorigen Kapitol 
durch die Recursionsformel ein System von Gleichungen, deneti die 
Coefficienten c aj 4,4.1, . . . der versuehsweise fur y in die Diileren 
tialgleichung eingesetzten .Eeilie genii gen niiissen, und damit gleieh- 
zeitig eine Gleichung fur den Anfangsexpononten a gewonuen. Wir 
haben aber noch nicht untersuclit, in welcher Weise sick die (hef'/i- 
cienten e aus jenen Gleichungen bcrechnen* Insbesonderc liaben wir 
nur festgestellt, dass der Anfangsexponent a der notwendigen Bedingung 
unterliegt, eine Wurzel der deterniinierenclen Gleichung zn sein; wir wissen 
aber nicht, ob umgclcehrt zu jeder Wur&d a dcrsclhen Ihatsuchlieh cine 
Iieihe gehort , d. h. ob gerade bei diesem a die aus der Recursionsformel 
fliessenden Gleichungen durch einen von Null verschiedenen Wert von 
c a zu erfullen sind, lem. unter wdchen Bedingimgen dies der Fall isl. 

Hier sind zwei Falle zu unterscheiden: eniweder die Gleichung 
a kk = 0 hat heine Wurzel ; welche a uni eine positive gauze Zalil fiber- 
trifft, oder sie hat mindestens eine seiche. 1m ersten Fallen bleibt 
nach der fur Jc — a aus der lleeursionsforniel gebildeten Gleichung 
c a vollig willkurlich *, dann aber ist in keiner der unondlieh vielen 
folgenden Gleichungen der Coeflicient des hbchsten , durch <lioH<‘ Glei- 
chung neu eingefuhrten c Null; niithin sind allc diese e als einfuchc 
Multipla des ersten willkurlich bleibenden c a ausgedriicki, niimlich 


^(-1 

\k-ix. r _ 

) * n 
% +1 

, nr 4*1 ’ <l <* 4"5i, <H 

-a • * * 

a kk 

1, a 

eta + i, « -|- i 

0 o . 

. 

0 

Q'U -|- 2, a 

a>a .-j-2, a -|- 1 


• 

0 

1 #Jfe—1, « 

fl't t—1, a -f-1 

— 1, «4-a • • 

. (t k 

l, A- 

a k a 

&k , a “| -1 

ft'k , « -I- 2 • • 

. (*kk 

l 


1) Vgl. des Verf. IlaU-Sclirift, Giessen 1888, und CYcIIoh .Journ. IM. 111. 
(1893). S. 59-63. 
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Wir luiben also das Resultat: 

1st a cine Wurzel der dcterminicrenden Gleichuny, ivelchc von Icciner 
andern Wurzel derselben um cine positive yanze Zahl iiberlroffen ivird , 
so ychart zu ihr slots eine lieihe. 

Im zweiten Ealle dagegen giebt es mindestens eine Wurzel von 
a-kk == 0, die a um eine positive gauze Zalil iibertrifft. Wir wollen 
eine Gesamtheit aller soldier Wurzeln von dkk — 0, die sidi nur um 
gauze Zahlen oder Null von einander unterselieiden, eine Gruppe von 
Wurzeln dieser Gloichung nennen. Gehort also a einer solclien Gruppe 
an, so sei v die Wurzel der Gruppe mit dem grbssten reellen Teil 
oder — wie wir kurz sjigen wollen — die yrosste Wurzel der Gruppe. 
Da,nn ergiebt also die Recursionsformel (wenn von der ersten Gleicliung 
a iU< . c u = 0 abgeselien wird, weil a au = 0) fur 

/»; - — a -f- .1, a + 2 , .. ., v --- 1, v 

zunilelisl ein System von v a linearen liomogenen Gleieliungen 
zwisdien ebeusoviel U nbekannten 


( M 1 ( (f -|™ 1 } * * • } >’ — I } 

willirend die nilchste Gloichung die beitlen neuen IJnbekamiten c v und 
e v | | einluliri und von dieser an der Goeflieient ties hdclisten c nie- 
mals melir versehwindet. Es bleibt demnach c v vbllig willkurlieh, 
und von 6V-|.i ab wind alle OoeHicienten c lineare liomogene Kunclio- 
nen der Grosser! 

e<K (\t ■ | - i • * • e? • 

Es isf nun die Kruge, ob jcues tfyslem von v a (ilcichunyen ein 
audercs Lbsmiyssysfem besitzt als dusjeniyc, bci dem alia c tt .,.c v — 1“0 
shut, mid speziell ein solches 7 bed dem e lx nicht noiwendiy yleieh Null ist. 

Die notwendigen und liinreiehenden Bedingungen hierlilr zu er- 
mittoln, ist die Aufgabe der jetzt folgenden Untersuchung. 

12. Ein 1 aiming von Bozoiclurangen, Be/.oicdmon wir die von ein- 
atnlt‘r versehiedenen Wurzeln der Gruppe von a bis v mit 

u 7 ft, y, d\ X 7 y 7 Vj 

wo also jede um eine positive gauze Zalil grosser ist als die vorlier- 
gehomle, ho luutet das zu untersuehemle System linearer homogener 
Gleiehungen 




Kapitel IF. 


[!«■ 


0 == uCa "4" 

0 = aa+laCa + ^+V'K^-M + «+a C «+S* 


0 = ap—^oiCu + • 
0 = dfaaCa "“1“ • 
0 = ap- 1 - 1 , aCa + • 


0 — 6&»/-{~l,a 6 a Hh 

0 = a v ,otCa + • • 

ocler kurz geschrieben 


+ 9~ l 

-f* W/Sf/V— l 


+ rr,—I,,— l<V 1 
+ tfr, i—1 ^*r- l 


( 1 ) 

wobei 


, 9 — 4 ’ 


0 It k rt 


(/■ ~'H 1, « -I '-’<•••), 


Clfi' — CLy y —— <)' ..* ^’(t (t ‘ »' r H ; 


alle andern a** aber von Null verschieden siiul. Kb ini zu untur- 
suchen, unter welclien notwendigen und hinreiehonden Bedingungen 
speziell c a willklirlich bleibt, also nicht notwendig* gleich Null gesetzt 
werden muss. 

Es ist klar, dass, wie das Verscliwindeu vou u«a stets notwendig 
war, das Verscbwinden aller Grbsscn 


aka (* = t • • •) >■) 

miter alien Umstandeu hinreichend ftir die Willlulrlichkeit von (\ t ist. 
Dies wiirde aber cine Lbsung des Problems nur fiir omen ho spezielltm 
Fall bedeuten, dass wir nach Tiedingnngen von mehrsagendefn Inhuli- 
forschen mussen. 

Zu diesem Zweck fuhren wir nodi einige abkilrzendc Bezeieh- 
nun gen ein. Das Gleichungssystcm (1) werde mit 


8 a v odor kurz 8 } 


die zugeliorige Detcrminante, gebildet aus den Ooefficionteu von 8 <tV) mit 

B (tv odor kurz B 

bezeiclmet; allgemein sei 

Sqa und B Qa 

das System, bezw. die Detcrminante, welches aus 8 (bezw. aus /)) 
entsteht, wenn a durch q } v durch a ersotzt wird und dabci q in/md 
eine der Zahlen a, (l, ..., ft, 6 irgend eino der Zahlen /?, y, . - ft, i', 
die grosser als p, bedeutet. 
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lliernacli J ) ist zunaelist D, die Deterniinanto des ganzen Systems 
S 7 als Produkt ciner Anzalil von Unterdeterminanten durstellbar, 
niimlicli 

(2) I) : l) a , = D„(t. Dpy. Dyi .. . I ),. 

In I) und in alien lliiterdetermiiiaiiten jeder Ordnung derselben 
ist nun jede Zeilo durch den ersten (1c), jede Colonne durcli. den 
zweiten Index (a) eliarakterisiert. Wir wollen deslialb lcurz von 
„ Zeile h u und „ Colonne s u sj) reckon. Daim bezeiclinen wir die Deter¬ 
niinanto, die aus J) ay durcli Fortlassung von Zeile ($ und Colonne /3 
entsieht (d. Ii. durcli Fortlassung der beiden Roil urn, welc.he sick an 
der Stelle des Elementes kreuzen), mit 

Y 5 

die Determinanto, die aus l)p { \ durcli Fortlassung von Zeile und Co¬ 
lonne y enlstelit, mit 

•fy (>■)<>; "• H - w -; 

ahnlicli die I)cterminan(,o, welehe aus durcli Fortlassung der 

Zeilen und Colonnen ji und y ontsteht, mit 

}•) i) 5 

die aus J) f t l durcli Fortlassung der Zeilen und Colonnen y und <5> ent- 
steliende Determimuite mit 

JJfi(yfi)H) u. N. W. 5 

u. s. w.; endlich die Dctorininante, die aus I) uv durcli Fortlassung all or 
Zeilen und aller Colonnen [i, y , entsteht, mit 

y ... ft) v • 

lm Carmen bilden wir so das folgemle System von Determinanten 

Ihp 

D (t (^)y ,Dy}y 

Iht{yiy)iS I *f! {})<'' 

IKt(fiyA)* I\i(yt))t- i Au 

l Kciyiy...}t)v t\’Hy A ■. ■,") » , ,.f t s v A»0 .,./<)»’ • • • Dfiv* 

Fndlicli setzen wir nocli die natsh Voraussetzung von Null ver- 
sehiedeneu Produkte 

1) Vorgl. Utilizer, Theorie und Anwendung der Dctorniin&nlon. 6. AuiL 
Leipzig lH8l. § 4. 2. S. dd. 
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Kapitol II. 


[IS. IX 


a«+l, a -[- 1 , • «« + 8 , “ + *- 

/H-» • • • * —A» /—i • ' 

fl/t+i, iu + i • fy+»» /' + a- a ^-i» *-* 1 

Sollte clabei eine der Differenzen 

/5 — «, r — fi,--,' 1 ' -p 

gleicli der Einlieit sein, so tritt naeli (4) die euLspreeliondu Drowse 
A gar nicht auf; wir wollen aber die Bezeielinung aueh HU* diesen 
Fall beibelialten und 

An o : 1 



setzen, wenn £>, o' zwei aufeinander folgendo der Zahlen v 

sind und 6 — q = 1 ist. Alsdaim baben die Iblgonden (irbsHen 

A<x{j 

A ay 2r" Aa(i • A^y 

A.aJ • -4 (If ^ • A fly . /I yd 

Aav A a ft . A ply . ^tyd . • * "tJjUy 

in alien Fallen cine wolildelinierte Bedeutung und sind von Null vcr- 
schieden. 



13. Ersetzung des Systems 8 durch oin andoros. Das Dlri 

elmrigssystem 8 ist nun derari; ; dass die Dleiehungen 

« = 0, * * - •> « “ (> 

^ i , tt s==5 0 , * • * * ; / — 1 , « ^ ^ 

-ZV“|-1, <15 0, . . . . } 1/ y — 1 5 (( 0 ; 



nur die von ilmen neu eingefulirte Unbekannte c, deren (•oeftirient 
4=0 ist, durcli die bezw. vorangehenden der (frbssen 


CaCpt » . . C )tl 

ausdriicken, iiber c a also nichts aussagen. Wir streben deshalli zu- 
naclist darnacli, das System durch ein amloruH zu orsd/oii, welches 
nur nocli die Unbekannten c„Cp .. c fl cnthiilt und fur deren Werte dem 
System 8 equivalent ist. 

Zu dem Ende fassen wir zuerst von dem ganzen System H oder 
Sav nur das Tcilsystem S a p in's A ago, d. li. die Uleichungon 

-^•<*+1, u == It; J4 + a, it == II, . . . j I 1 fiu II ■ 

Sind nun 

(ta + l, [j, (4 + 2, fi, ■ . <l{)p 
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die Adjunclen der Elemente der ersten Colomxe in der Detenninantc 
JJafj, sodass insbesondcro 

dfifi ■ - - " h ^<x(i HH ^ 

ifst, so besteht die Identitiit 

(7) rf, r + ,, pF iY '„\. | , „ + (t ti ..\- 2 , fil 1 ) if-|-2, a + ' ’ " H“ d^F^ a ^ • 

Suebt man namlieb links die CoefJficienten von c«, aul*, 

so sind dies Doterminanten, deren erste gerade I) u p ist, wahrend in 
alien iibrigon je zwei gleiche Colonnen (namlieb bezw. die l t0 und 2 1,0 ? 
l t0 und ;i tu u. s. w.) vorkommon. Die Idcntitat (7) lelirt ; dass niebt 
mu* die (Ueichung 

(8) . 1)*? - 0 

edne Folge des Systems ist, — denn wenn die Gleiebungen des 
Systems erl’tillt sind, verschwindefc ja die linke Seite von (7), — 
sondern auch umgekehrt, weil 0, die (Ueichung 

F li(X « 0 

nine Folge dm* Gleiebungen 

| i, , f • 0,.. i, <r = und (8) 

ist. Das Tcilsystem {S it(t ist (taker deni Hyskm (iquivaleul , welches ms 
aSV/v cnlskM, warn die Ulviclmnj =® 0 dutch (8) ersetzl wini 

iJeiraebten wir nun das Teilsystem tf ttY von in dem wir uns 
aber die Uloichung Fp tt — 0 schon dureb (8) crsotxit denken und die 
letztcro, weil sie sebon die gewiinsebto Form bat, dass die c A 
(.s [ «, /i, . . (i) niebt mehr darin vorkommen, auslassen, so bandelt 

c‘s sieh also jetzt um die (ileiebungen 


oo 


h («■• { • 1 , ir : ^ j • • «? i* ft i , (( 
Vb 1 » ,r 71 * * ** ^y*— l , it 


o 

o, F y 


Sind nun 

da-j- 1» y » * • * 7 d ( i —.. i, y 

d t l i I , y 1 * - * ) dy -l, y , dyy 

die Adjuneien der Elemente der < k rsten (-olonne 
/tr( ( o y 7 wol)i k i insbesondere 


dy y I ' -’1 tt y | U , 

so best,eh 1 die wie (7) zu beweisende Id( k ntitilt 


0. 


dc k r Detenninantc 


O') d t , j i, yF it j l t u + * * “f~ d t i 1, y/'Iv-l, « “|* d t i.\.l, y Ffl | i, „ + ’ “ + 

dyy 'by C tt y I Cff A (t ff I) ^ y . 

Diese lehrt wiederum, dass niebt nur die Gleicbung 
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Kapitel 11. 


(8 ) F a (ft) y 1 C(i (i Ft’> Y ' ^ 

eine Folge der Gleichungen (9), sondern auch umgekehrt, da d yy -( 0, 
die Gleichung F ya = 0 eine Folge der librigen (Jleiehungen (9) mid 
der Gleichung (8 r ) ist. Das System der Gleicdiungen (9) ist duller 
dem hieraus entstehendon System, woim F ya « 0 durch (8') ersetzt 
wird, aquivalent, folglich auch, wenn man zu (9) die IbrtgolnHHono 
Gleichung Fp a = 0 wieder hinzufiigt, das System S ity dem hieraus 
durch Ersetzung von F ya = 0 durch (8') entstehendon System. Ver- 
bindet man hiermit noch die vorangegangene, mil’ beziiglielte He- 
trachtung, so hat man das llesultat: das System H tty ist dem System, 
welches hieraus cntdcht, wenn Gleichung 

F(i tt = 0 durch (8) und F ya «= 0 durch (8') 
ersetet wird, aquivalent. 

So schliesst man waiter, indom man b(‘i dem niichst grbs.seren 
Teilsystem S a 3 die Adjuncten der Elcmento der ersten Oulonne v<m 

F t t (ft y) tV 

benutzt u. s. w., schliesslich bei dem ganzen System S ((v die Adjune 
ten der ersten Colonne von 

Fa (0V 

Auf diese Weise wird das System S ilquivalent ersetzt durch oin 
System, welches aus S entsteht, wenn im S telle von 

•h ft a c= 9, d- ya zz ~ s: t), . . hr a 

bezw. die Gleichungen treten 
(9 === Ca . Fa ft 

0 = C (x Fa (ft) y ~J~ cft A a ft I)ft y 
(^) 0 == C a F a ((iy)$ :h CfiAaft Fft{ y ) it I CyA try I) yi ) 

,0 = e a F a (ft..fit)v ;b <'fiAaftDft { y,. }{ )y I.I r ft A u ti F u ,; 

d. h. das System S ist aquivalent dem System der (Itcichunyen id) and 
(10) msammengenommen. 

Da nun aber die Worto der (Joefficienlen e l( .. r /M wenn me 
gemiiss den Gleichungen (10) borechnol sind, durch die <ileielmngen 
(6), wie schon oben bemcrkt, gar nicht mchr ullerirrt werden, ho 
kann man als Hauptergebnis dieses Artikels auHspreehen: 

Fur die Werte der Goeffidcnten r„, c /V ,.. e fi ist das System der 
Gleichungen (10) allein dem System S aquivalent r ). 

. ■ 1) Den bier gegebenen Bewoia dieHor Aequivahm vurriiinkt di*r Wit. 
Mitteilung des Herrn Paacb. 
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Hieraus zieben wir noch die Folgerungcn, die sich ebenso un- 
mittclbar ergeben, wie die entspreehende Bemerkung zu Anfang des 
ArfcikeLs 12 in Bczug auf das System S: 

Das Verschwindom, von 1) ( ^ ist dine skis nokvemlige, und das Ver- 
sckwinden von Duifiyi D tt ^, tf ,) V cine (Jrttppe slots lunreichender 

lU'dintjungm dafiir, dass e u wlllkurlich UeibL 

Ersteres hatte man natilrlicb aueli daraus crscbliesson kbnnen, 
dass obne das Versebwinden von D u p bereits das erste Teilsystem 
Sup nur die triviale Lbsimg besitzt, bei der alle c = 0 sind. Wir 
bemcrken noeb, dass die Ooefficienten der c in (10) abgesehen von 
den A gerado die in (b) zusammengestellten Determinantcn sind. 

14. Bio xxotwondigon und hinroichenden Bodingtmgon dafiir, 
dass zu oinor "Wurzol dor dotorminiorondon G-loichung oino Roilxo 
gohbrt. Die soeben ermittelto notwendige Bedingung setzen wir nun- 
mebr als erftillt voraus und soli on (labor von der orston der (Bei- 
cl mm gen (10) ganz ab. Dann bat man aber in den ubrigcn Gleiclumgen 
(10) oin System von abnlieber Form wie (1) odor S und, wenn 
sugar (‘.in vbllig analoges. Ist aber J) ftv ^ 0, so kann man die letzie 
dor Gleiehungon (10) einfaeb forilassen — gerado wie ganz zu An- 
fang die Gloicbungen F v + 0, F v ^ (r = 0, .. . — weil sie fiber 
e (t niehls aussagt. Dieselbe Betrachtung kmlplt sieb dann an die 
vorletzte der Gltiielnmgen (10) u. st w. Sind nun samtliclio Deter- 
minanton 

D{ lV} I) ,.,, Dpy 0 , 

so bleibt von dem gauzen System (10) niehts mebr ilbrig ausser der 
orsten Gleichung, und die slots unlwenditje llodintjuny 

n 

ist in diesom Fa lie alloin <uwh seism hinreiohond. 


Andernfalls sei etwa 


von Dn V ails gerecbnot, die 

I)„r, 

erste jener Detorminanton, die vorsehwindet, 

ho behiill man von (10) nur die Gleiehungon 


11 K 1 

(\i A li( i I\iy 


(r) j<> i 

c’ i A({p D^Hy ,„ |V) S | | 

1 A ( tft Dq a 

( l ,v.r:a f* |jf p 1 

*\i A, f y D,a ; , ,n ) f ( * * ■ 

1 (*fi A /^o (o) r 


bei und berntzi in Union also ein dem System S vbllig analog gelmutrs 
System, das wir mit S' bezeielmen wollem 

Mil diesem System S' veriahren wir nun genau wie vorber mit 
S] wir erseizen (lasnelbe dureh cun in Bezug auf c« und diejenigen 
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andern c 7 deren Coefficient in dor sie lieu einluhrenden (iloicliunjjj von 
S' verschwindet, iiquivalentes System, welches also zusammen mit 
Gleichung (8) in Bezug auf die 6\ die es noch enthalt, dem unsprung- 
lichen System S Equivalent ist. Dieses System lielerl vvieder eine 
notwendige Bedingung der Form 

0 ; 

dann bildet man ein System 8" u. s. w. ; bis man zu einem System 
S ( m ) gelangt, welches nur cine einzige notwendige and **-* fur dieses 
System $('">—zugleich hinreicliende Bedingung liel’ert in Gestalt einer 
Gleichung 

J)< w ‘)= 0. 

Wegen der Aequivalenz der samtlichen so erhalfeuen Gleiehungen 

(11) €„ D a(t « 0 , C„ !>'==(),.., C„ I)M <) 

mit dem urspriinglichen System 8 in Bezug auf c t( at alien die (tire 
chungen 

(12) Dap — 0 ; D'— 0,.., DM «=» 0 

die notwendigen und hinreichendcn Bcdingungen dafiir dar } dans c it will' 
Uirlich l>leibt, d. h. dass m a thatmehlich cine Hcihc gabort 

Das System SM wird aher nach einer endliehen Anzaltl (m) von 
Operationen erreicht ; weil bei jedem Schritt von (‘inem System 8 <K) 
zu die Zahl der Gleiehungen sieh mindosiens uni die Einheit 

erniedrigt. 


15. Die willkiirliclion Constanton dor lloikon. Bei dem 11 her 
gang von dem urspriinglichen System 8, welches die Unbekannten 

C (lc -{- l • • • C,« — 1 

enthielt, bis zu dem fiir die Borechnung von e tf schliesslieh an seine 
Stelle gesetzten System der Gleiehungen (11) sind a,Iso naeh uml nach 
samtliche c ausser c a aus den Gleiehungen ausgefallen, jedoeh auf 
zweierlei wesentlieh verschiedene Art: die oinen, weil sie sich enlweder 
schon zufolge dem System 8 oder 8' oder einem der Npaleren nur 
durch die vorangehenden c ausdriickten und deshalb Gleiehungen, 
die sie einfuhrten, einfach weggelassen warden konnten, — die andern, 
gerade wie c v in dem urspriinglichen System S, weil sie in einem der 
an Stelle von S tretenden Systeme erst in der letzten Gleielmng auf 
treten konnten, durch Yerschwinden ihrens Ooeflieienten aher thatHiiele 
lich von selbst aus dem ganzen System ausiielen. So verhielt es sieh 
z. B. in dem System (1') oder S' mit der Unhekamiten r f( . Dkse 
leUteren c Ueiben also auf Grund des Systems 8, d. h. nach dar Itrrur- 
sionsformel willltiirlich Da diese Eigeuschaft natiirlich dudurch, dnm 
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wir deni c n — wenn dasselbo willkiirlich ist — den Wert 0 bei- 
h'gen, niclit beeiuflusst wird, so erhellt, dass zu jedem Index der in 
der Reibe 

n '■ ■ ^ 6k % k (k « 

(A) 


willkiirlich blcibcnden c ebenfalls wic zu a thatsachlich cine Reibe 
gehort. In, der That ist es niclit schwierig, aber fur uns niclit melir 
notwendig, zu zeigen, dass, wenn z. B. c e , wo s eine der Zahlen 
ft, y, .., g, einer der in, der Reibe t\ aus dem oben angefiihrtcn Grund 
willkiirlich bleibenden Gocdheienten ist, das schliesslicho Ausfallen von 
c„ aus den Systeinen S, S', .. S^ gerade dadurch bewirkt wird, dass 
die Bedingungen (12), statt fur a fur r gobildet, erliillt sind. Unsere 
Untersuchungsmeihode beantwortet also melir, als wir anfanglich ge- 
fragt batten: wir besitzen niclit nur die notwendigcn und liinreichen- 
den Bedingungen (12), unter denen zu a eine Reibe gehort, sondern 
wir erfahren bei Aufstellung jener Bedingungen gleichzeitig, welche 
(hefticienten in drr zu a gebdrigon Reibe willkiirlich bleibon, odor — 
mit amleren Worten -- zu welchen grosseren Wurzeln der Gruppe 
answer a Reihen gelid re n. 

Nehnien wir daher fiir a die Wiirgcl der Gruppe mit dem kleinstm 
reellen Tell, so ist also mit der Durchfiilirung der Untersuehung filr 
diese sebon die gauze Frage erledigi, d. h. wir kennen bereits saint- 
liclio Wurzeln der Gruppe, zu denen Reihen gebdren. 

Verstehen wir nun miter a x die Jdehmfe Wurzel der ganzen Gruppe 
(<1. h. diejenige mit dem kleinsten reellen Toil), m weleher vine ] lei he 
gehort, und seien etwa. 

Pi, r,,-■■,!<; uml V 
die Indices der in dm* zu gehdrigen Reibe 


>/ 


V * 

2j Vk * 

O) 


( A " tt l% ( t t -|-1 ,. . ) 


willkiirlich bleibenden c, so ist nacb der Reeursionsformel jedes andere 
e k eine lineare homogene Function der willkiirlich Meihcnden Coefjkimlen 


( '<*i ( 'fii r Y\ * • * ( 't‘i (>v 7 

bozw. nur derjemgen von diesen, die ihm sebon vorangelum. 

Bozeiclmen wir, um dies bervorzubeben, l’iir den Augenblick das 
Integral rj selbst als lineare homoge.no Function dieser (Joefficienten 

(Id) V M c «, (•■/, .. . a /t , r„), 

so ist, 7 j ollVntiiir <li<> alhimeinstc ran drr Rccursiomfornid, gdicfnlr 
Jtdhr, in wddirr die Krpntcnint sdmtlidirr (tnftrdrndrn Rolcvzcn von x 
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sich von den Wurzeln dev hetrachieten Gruppe nur um ganze Auhlen oder 
Null untcrscheiden. Da aber fur cine solclic lineare homogone Function 
die Identitat bestebt 

(14) L (ca x c$ x .. c^c v )ef: 

L (c at , 0 ,.., 0) + L (0 ; ep l9 0 ,. 0) + ■ • + 7 ,( 0 , 0, . . , 0, e v ) 9 

so ist es vollig gleichwertig, ob man mit tier allgomeinaton Reihe 
(13) oder den partikuldren iteihen, die auf tier rechten Heito von (14) 
ersckeinen 7 weiter operiert. 

Den wichtigen Inhalt dieses Artikcls untl zngleieli tlie llaupi- 
ergebnisse des ganzen Kapitels fassen wir folgendermassen zusaiumen: 

Sind a, (i, y } • • p, v die sdmtliehen von einander versehiedenen 
Wurzeln einer Wurzelgruppe der detmninierenden Gleichung } in dieser 
Folge so geordnet, dass die reellen Teile skis wachsen, so liefert die Jle~ 
cursionsformel stets erne m der grbssfen Wurzel v gehorige lieihe 9 deren 
Avfangscoefficient willkiirlieh bleibl 7 wdhrend (die folgcnden Cocf/icicnten 
Multipla von Him sind . — Die Bcdingmigen (12) 7 fur die Ideinste Wnrzel 
a gebildet 7 mgen, ob auch m einer oder mehrerm 7 bezw. m welchen der 
Wurzeln a 7 /3,. g cine lieihe gchbrt 1st dies etiva bei a tJ .. g x der 
Fall , so bleiben in der m a x gehbrigen lieihe noeh die Covfficienten 

c <*i J c p\ > * •; fyt > 

zvillkurlich 7 wdhrend alle ubrigen c linear und homogm in diesen sind 
Diese Beihe ist die allgemeinste nach der llecursionsfonnd zu bildvude } 
deren Exponenten sich von den Zalden der Wnrzelgnippc a 7 /i 7 .. 7 v nur 
um game Zahlen untcrscheiden. 

16. Zwei extreme Specialfalle. Gbwolil wir im Vorangehendcju 
die fiir das gegenwartige Kapitel aufgeworfcne Frage bcroiiH gunz 
allgemein gelost baben, wollcn wir als besondors bemerkeimwert nodi 
zwei einander extrem gegenuber stehende Hpeciallalle ausdriiddieh her* 
vorheben 7 deren einen wir in Artikol 14 sehon ililehtig berilhri luiben. 
Wir fanden dort: Wenn die Determinanten 

Dfiyj Dyti 7 * • . 7 D/nv =4= 0 

sind 7 ist die eine Bedingung D u(i = 0 alloin selum noiwemlig unci him 
reichend, damit zu a eine lieihe gehbrt. 

Wir kbnnen die Yoraussetzungen bierfflr noch amlers misspreehen. 
Wenn namlich die obigen Determinanten nicht Null Bintl 7 kann zu 
keiner der Wurzeln 

P, y, .. . 7 ft 

eine Reihe gehoren 7 weil ja das Yerschwinden der Determinants D i>n 
etwa eine notwendige Bedinguug dal'ilr ware, dass zu <i eine Reihe 
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j. — Aber auch umgckelirt: Weim zu keiner der Zalilen 
[i eine lieihe gehort, miissen die samtlichen Determinanten 

Bfty , By c)'; • • ; D fXV = 4 = ^ 

Ware namlich. D Q0 - 7 von I) ftv aus gereelmet, die erste dieser 
ninanten, die verschwindet, so wiirde ja naclx dem in Artikel 14 
icncn und socben in Erinnerung gebrachten Satz dies selion not- 
l und hinreichend dafiir sein, dass zu q cine lieihe gehort. Also 
ti wir jenen Satz auch so ausaprechen: 

Venn — abgeschen von der griissben Wurzel v — zu keiner der 
in, derm rcdle Telle grower sind als der von a (/i, y ,. [C), eine 

gehort, odor — was sick dam it deck! — wenn die Determinant en 
Dyd ,.0 sind, so isb die einzige Bedingung 

Baft = 0 

idig mid hinreichend dafiir , dass zu a eine lieihe gehort. 

'rifct dagegen der entgegengesetzte Speeialfall ein, dass zu alien 
dn (i, y 7 .., {i 7 v, deren reeller Toil grosser als der von a ist ; 
lei he gehort, so folgt zuniichst das Verschwinden von B ftv , da 
/oraussetzung zu ^ eine lieihe gehort. Uildi^i man dann das dem 
n (10) entspreehendo System lur X, so lautet es 
0 = cjlB Xii 

() === Dx{{t)v ' I * -Ax.fi J)ft V j 

er Djtv - 3 0 und naeli Voraussetzung zu X eine lieihe gehort, 
inch 

Bx f , = 0, Bx(n)v * s3a 0 

v. Holglich redueieron aicli in diesem Kalle die re eh ten Keiten 
leielumgen (10) auf die (lliedor mil e l( und dus Versehvvinden 
eren samtlichen (Joefiicienten 

B«ft, Ba(ft)y } . ., D a (ftft) v, 

‘H eine Hruppe stets hinreiehender Bedingungen abgah (s. Artikel 13 
dduss), ist liier an eh notwendig, damit c u willkiirlich bleibt. 

Vir haben also als (logon stuck zu dem obigen Satz: 

Wenn a eine beliebige Wurzel der (iruppe und zu alien Wurzeln 
>en mil grbsserem rccllen Teil eine lieihe gehort 7 so sind die stefs 
ehenden Ilvdingungen (das Vvrsckwindoi der Belerminanten in der 
(olnunr der TabeUe (3j) auch sumtlieh notwendig dafiir, dass zu 
i lieihe gehort. 

Hermit sind wir auch unmittelbar im Besitz der Bedingungen 
, dass zu jeder Wurzel der Oruppe eine lieihe gehort. 1st niim- 
t die kleiuste Wurzel der (Jruppe, sod ass 
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«, /*; • •; V 

samtliche Wurzeln derselbcn sind, so bostolien jene Bodingungen naeli 
dem soeben ausgesprochenen Sate in dem Verschwinden samtludier 
Determinan ten (3): 

Sind cc } fl, . [i, v die samllichen Wundn einer flruppe, so be- 
stehen die notwendigen und Mnreichendcn Idedingungen dafiir 7 dass 
jedev von ihnen cine Heihe gehbft 7 in deni \ evschwinden dev sdndhehvn, 
Determinanten 

d)a(i 

Y 1 ^t 1 )' 

Du([j 7 /0 >' > * * *1 l\uv 1 )' 

17. Anwendung auf reguliire Stollon. Ini Ariikol 5) li alien wir 
gesehen, dass die zu einer regularen Stclle gehorige defcermiuieronde 
Gleichung die Wurzeln 

() ; 1, n - 1 

hat. Alle n Wurzeln bilden somit eine einzige Grnppe; zu jcder der- 
selben gehort aber eine lieilxe. 

Bilden wir mhnlicli das Gleichungssystem S des Artikel 1*?, indetu 
wir fur a die kleinste Wurzel 0 der Gruppe einsetizen, ho lautel, 
dasselbe 

0 = %o^o a n c i 
( 15 ) ‘ ^ ~ ^20 c o ~f" ^21^1 + • 

(o = ^ — 1,0 Co + 0/1 — 1 , 1 Cl -f~ ff-n — 1,2 <?2 ”f“ * * + l, n — 1 <'n ,1 * 
Da nun, wie wir schon im Artikel 9 hervorgelioben haben, 
cc k k durch k (k — l) . . . (k — n -f* I) 

k—i jj (& — 1) • • • (k — n + 1) 

«*,*_»+! durcli Q c — « + 1) 

teilbar ist, so sind die samtlichen Coefficienten a ini System (1 f>j =--~0 ; 
d. h. c Q , c 19 ... j c n -i bleiben willkurlich: 

1) Mit diesem Eesultat kann man z. B. die zuorst, von Fuchs (CrolleH Journ. 
Bd. 68. (1868) S. 375—378) aufgeatellton Bodingungen fur die gleiche Frnge, ho- 
wie die von Frobenius (Crolles Journ. Bd. 76 (1873) 8. 224—226) vorgleic.hen. 
Zu der letzteren Vergleichung siehe auch dos Vorfassera JIab.-Schril't 8. 31. 82. 
— Der hier erst lernende Loser wird allerdings vielleicht jetzt noch nichi die 
Identitiit der dort und hier behandelten Fragen crkennen ktomen. 
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llei einer reguldren Sidle gehdrt m jeder Wurzel der Gruppc 
0, — 1 eme lleihe/ odor — mil andcren Worten — gehdrt m 

0 cine Jlei he, deren n erste Goefficienlen willkurlich bleiben, wahrend alle 
folgenden sieh linear und homogen dureh diese ausdriicken. 

18. Woitore Boispiole. 

L Ned spiel: Bei deni in Artikel 10 als erst.es behandeltem Boispiel 

x n ' a s ^ 0 ?/ M) H- 1 + • * + + • * + ¥»?/ = o 

besuss (lie determinierendo Bleiehung ti. a. die Wurzcln 

0, - 1 . 

B7>* ivollen nun voransselzen, daw unler den n — (> ubrigen Wurzeln 
la line vorkomnie, die gleieh einer gansm Zahl > q — .1. id. 

Damn (blgt aus einer selion im Artikel 10 gemachton Bemerkung 

ilbor die Brim Hen a k h-, (t*, k—t, • •• , tf*,* - ( »-[-i gerade wie im voran- 

gehenden Artikel bei einer regularen S telle, dass m jeder der 'Wurzcln 
0, 1,. ., p • * I eine I lei he gdidrL 

I lei spiel: 1 >i(^ < J auss’sehe Dillerentialgleichung 
.r(.r 1)//" \y - 4- ft -I- a ft * V “ 0 

(s. Art. 10) bat bei .r : - 0 0 und 1 • • y al« Wurzeln der determinie- 

renden Uleiehung, vvelehe eine (Iruppe biiden, warn y gamzahlig odor 
0 ist. 

a) y set cine negative gauze Zahl odvr Null. Dunn ist l — y die 
grossere der beidrn Wurzeln, zu der also immer eine Beibe gehbrt. 
Ms fragt sieh, tmi.er welehen Bedinguugen aiudi zu der YVurzel 0 (due 
eine sole,lie gehbrt. 

Da di<‘ Beeursionsrorniel 

(Uk i n ( -|-(/'•!" l)i• 1 / f O r < i •--/•■(/■■■I y- -1)o - ■■■■= o, 
luuloi., so wirtl (Ins System >V liier 
0 *«,,/•„ + a lt c t 

() a. M r, 4” a v,d\> 

* " %* • * * i* * * * 

0 " „ , ir j- \ + <t- . }l 

0 ti t if y v. r , 

und die Detenninanio M>,i ., dereu Versehwinden bier allein not- 
wendig und hinreirhend ist, win! 

tt lu . <t«t ... / ttft (« 4 ■ 1 ){ft 4- !).-•(«• r) (ft - .- y) - 

Damit di(*s<‘r Ausdruek verstdivvindet, muss also a oder ft einen der 
\V<‘rt(* halum O f 1 } ~ - l!y. 

Hvi iln, 1* jlhinmtialglttusSiunift n >1 
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b) y sei eine positive game Zahl, deren Wert jedocli > 1 sein 
soil, da wir sonst zwei gleicbe Wurzeln hatten (was sich spsiter erledigen 
wird), also unsere jetzige Frage gar nicht aufwerfen koimten. In 
diesem Fall ist 0 die grossere Wurzel, zu der siclier cine Lteihc gehort. 

Urn zu entscheiden, wann auch zu 1 — y eino solclio gehort 
bildeu wir das System 8, welches jetzt lautet 

0 = a% — i — yCi—y 4“ —y, 2~y^2 — y 

0 = $3 — y, 2 — y^2 — y + ^il — y, 3 —y^3 — y 

0 = u . 2 C—. 2 + a 1, _, c 1 

0 = itf-i 

und dessen Determinante 

-Dl—y, 0: ^ #2—y, 1 —y • ^3-~y, 2 — y * . • ^0, — I 

den Wert hat 

(a — y -f- 1)0? — y + l)(a — y + 2)0? — y + 2) • • • («.- 1)0? 1 )• 

Sie verschwindet, weim a oder /3 einen der Werte hat 
1, 2,..y — 2, y — 1. 

Wir haben also das Ergebnis: 

Wenn in der Gauss’schen Differentialgledelmng y gmizzahlig oder 
Null ist 9 so gehort dennoch zu beiden Wurzeln der zu x ~ 0 gehorigen 
determinierenden Gleichung eine Iteihe, falls mindeslens cine der beiden 
Grossen a f ft ebenfalls diesen Character und zwar, wenn y < 0 7 einen 
der Werte 0, — 1, . . ., y 7 wenn dber y > 1, einen der Werte 
1, 2,..y — 1 hat. 





Kapii-el 111. 

Naohweis der Reniemmnvergenz bei einer Stelle der ttcstimmtheit 1 ). 

1^. Bogriinduug dor Bosckranknng auf Stollen dor Bestimmt- 
Ixoit; voroinfachondo Annakmon. Nachdcm ini vorigen Kapitel fest- 
gestellt worden ist, unter welchen Bedingungen zu einer beliebigen 
Wurzel a dcr zu dem Punkt x — 0 gehbrigen dcterminierenden Glei- 
eliung oino lioihe gehbrt, in dem Binne, dass die CoeQieionten einer 
wirklich mit x l \ nicht erst, mit einer lib heron Potenz, beginnendcn 
Reihc bis in’s Unendlich e sick so borechnen lassen, dass die Dilieren- 
tialgleichung durch dieselbe identiscli erlullt, wird, tritt nun die Frage 
auf, oh diose Uvihc vonvcnjicrL Frst da mi slid It diesel be ja eine 
Function von x 7 und da diese die IHlliU'entialgleichung befriedigt, ein 
hi by ml dat\ 

Zuniichst ist leicht zu zeigcn, dass, wenn x — 0 vine Hfellc dcr 
(Jnhvslimmlhcil isl 7 die J lei he im AUyvmeincu nicht converyicmb kamu 
In diesem Fail 1st namlich in der Recursionst'ernie] 

~1' (h it | i <\t lid™*' d“ ( hk i i + (h k<'k — 0 

(tkk in k von niedrigerem Grad a,Is n , wiilireml mindestens eine der 
Grbssen a kk ^ i7 <tkk—x 7 * - 7 win aus’ Forme! (7) Arlikel (> folgfc, vom 
n itm Grad in k ist. Bildet man daher r k aus der Recursionsformel, so 
ist dies tune linearis Function der vorhergehemlen e mit Coeflieienton, 
welche mit wachsendem k ihrem absoluten Hot rag mudi zum Toil un¬ 
end licdi warden. Infolge dessen wird im Altyemeineu - wenn nicht 
besondere Beziidiungen cdntroten - - | e k j mit unendlich wachsendem 
j k | selbst unendlich warden, wodurch die Gonvergenz ausgeschlossen 
ist. W(dehor Art solclie Beziehungen sain milssen, werden wir spater 
erkennen, wenn wir dem Fall, dass eine determinierende Gleichung bei 
x »» 0 zwar existiert, abe^ nicht von Grad n ist (im Kup. XIII) eine 
eingehende Belrachtung widmen. 

1) I >it*nnr ConvorgenzbewciH ini abgcHohen von unwowmtliehon Aendmnigen, 
wolche wagon ties weitorgehenden B< s w eiHgogenHtundeH no tig waren odor zur Vor- 
oinfadmng dionon Hullt.cn, d<‘r von Fuchs, CiyIIoh Journ. Hd. 6(>. (18G6). H. 14H 
bin 15C. 

a 41 
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1st dagegen $ = 0 eine Stelle der Bestimmtlieit, kaun also bei 
x = 0 die Differentialgleichung in die Gestalt (10') des Artikel 8 go- 
bracht werden: 

(1) x n/ i/ n) + 5 2 2/( ft 2) + * ’ * + — 0; 

wo die 5)5 keine negativen Potenzen von x eiithalten, so lasst sicli 
die Convergenz jeder ihr formal genilgenden Iteihe dartlmn. 

Wir setzen ferner voraus, dass die Zahl a gleicli Null sei, mid tltirhui 
dies unbeschadet der Allgemein giiltigkeit des Beweises. 1st mimlieh 
a von Null verscbieden, so setzen wir in der Differentialgleichung (I) 

yEBXf.n 

und erhalten dadurch naeb Weglassung des Faktors x li , wenn zur Ab- 
kurzung wie tiblich gesetzt wird 

n (n — JL) . . (n - l + 1 ) .. 

“ ! > 2 '. . I .' U/ 7 

fur u die Differeutialgleicliung 

nW. x v 

+ a ~f~ SP X ] 

(^) * + — 1) + ~ j 

+. . 

>-f- u. \cc{a — 1).. (a — w + 1) + a (a — l). .(a — n + 2) ip, -|-p ty H \ 0, 

welche in x = 0 wieder eine Stelle der Bestimmtlieit besib/t. Weim 
nun aber 

ri : : -]pc k x k x“.yj t' k X k } 

(A) (A-.- 0, l, Si,..) 

0fc = a «1 « ~b 1, • 0 

wo c 0 =j= 0 ist, die Ui 11 er entialgleicliuiig (1) 1‘onnal befriedigt, so bi- 
friedigt notwendig u h i c k x k (*«=<>, t,..) die Dillercmtialgleielumg 

(A) 

(2) formal, d. li. unsere lleihe fur r\ kaun naedi Ablest mg des Faktors 
x a wieder als aus einer Differeutialgleicliung liervorgeheiul betrachtet 
werden, welche ganz analoge Gestalt wie (1) a,bar slatf u die 
Null als Wurzel der determinierenden Gleiclumg besitzt; (bum sonst 
Ikonnte (2) ja niclit eine init einer Oonstanieu beginnende lleihe 
Ec k x k (a==o, i,..) liefern. Dalier dttrfen wir von vornlierein amiehmcii, 
dass bei Gleichnng (1) a gleicli Null soi, d. b. die detenninierende 
Gleicbung die Gestalt babe 

(3) (l kk z~k (Ji> ~— i) . . (Jv M -}- 1) 

4“ • • (k — n + 2) + • * + kty n ^, i (i)) ~= 0, 
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weil zufolge unsorer jetzigen Annahme (0) gleicli Null ist. Die 
Zalilen (i, y,. ., v des Nap. II aber sind jetzt positive gauze Zalilen. 
Es ist dalier nun zu beweisen, dass die lteihe 

ks=ao 

( 4 ) n > 

*=0 

deren Ooefiicienten nach dor Reeursionsfomuel 

(f>) a k oCo -f- ch i Ct Hh * * + a kk —i (*k —i + (hkCk — 0 

gebiidet nind, wobei c {) willkurlich bloibt, alio andern c aber, wonn 
wir hub die willkiirlieh bleibenden gleicli Null gesetzt denkcn, Mul- 
tipla von r 0 sind, in einom Krois um don Punkt x = 0 mit von Null 
versckiodenem Radius convergiert. 


20. Hiilfsdifferentialgloiohung und Hulfsroihe. Zu dem Ende 
setzen wir (1), nachdem der wegen dee Yerschwindons von ^«(0) alien 
Ooeffieienten gemeinsame Faktor x weggelaasen ist, in die Gestalt 


1 yin) + asH-a(0) */<«- 0 + as« - :15 %(<)) y <"-*> H-J- 1 (()) y 


llier sind namlieh aui' der linken Suite diejenigen Tonne von den 
andern ubgesondert, welehe allein zur Bildung von in der Recur- 

Hionsformel (f>) und nur zu dieseni Ulied beilragen, fcodass also aui: 
der reehten Seito die Terme stehen, aus denon der Rest der Recursions- 
formel mit cmtgogongeHetztem Zeiehen nnisieht 

( f k{)( \) (tk i Ci — * • • <(/i — 1 * 


Nueh den einleitemlon Erbrt.erungen sind nun die ^ (x) 9 ^(a;),.., 
s ^,*(as) gloiehzeilig convergent in der Hogenainiten Umgebung von 
d. h, im Innern eines Kreises um den Punkt x --■=-* 0, der sieh 
bis zuiu niichstliegenden ainguliiren Punkt erstreckt, wonn also 
diene Entfernung mit r bezeiclmet wird — im Innern des Kreises 
mit dem Radius r und x «= 0. Das Glelche gilt also von den Reihen 

/r7S ... s &(<>) 'M 

x / X X x 

und der absolute Betrag von jodor derselben sei im Innern dieses 
K raises bezw. kleiner a Is die positiven Zalilen 

N\ ? 

Ferner sei y (‘in beliebiger posit i vt*r eel tier Bruch und d io Zalilen y tJ 
¥%>••> Z«- -1 bestitnmt (lurch die Identitiit 

(H) yk fi yh'ik !)..(/; — n + 1) “f* • • (k— w -f- 2) + * • *"1“ 7«—i* k • 
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Sefczt man namlieb hierin die Coefficienten der einzelnen Potenzen von 
To auf beiden Seiten einander gleicli, so bleibt y nnbestimmt, kann also 
den ihm schon vorher erteilten willkurliclien Wort annelimen, wiili- 
rend y 1 . . y n —i dem Gleicliungssystem zu geniigen liaben 

0 = - y — 0 —-- + r> 


0 = (— 1)'*— 1 y(« — 1)1 + (— — -)• + • • + * 

Dieses ist linear und nicht homogen fur y t .. y n —i nud hat die von 
Null verschiedene Determinante 1, sodass es in der That zur Bereeli- 
nung der Grossen y x . . y n —i geeignet ist. 

Dann bilden wir die Hulfsdifferentialgleichung: 

(6 a ) yx n ~~ 1 u(' n ' ) + y 1 # u -“ 2 {d w -‘ l) + • • • + yn—i w 

—>--«(»-»+*»- s ■ +.i- Mn «, 

„ a? 1 „ a* ‘ ^ 


welche gleieh in einer der Differentialgleiclning (6) analogen (Jesta.lt 
gegeben ist. Demnach ist die zu x = 0 gehdrigc deterniiniorende 
Gleichung von (6 a ) unter Beriicfesichtigung von (8) 

(3 a ) y . 7^ = 0 

und hat die w-fache Wurzel Null. Da es also koine um eiue gauze 
Zahl grossere Wurzel giebt, gehort zu Null cine Reilio 

*=00 

(4 a ) uE^^g^j 

A=a 0 

welche (6 a ) formal crfiillt, wenn ihre Coefficienten, von dencn </ 0 
willktirlich bleibt, alle andern Multipla von r/ 0 aind, nach der Reeur- 
sionsformel 

(5 a ) bkQ<Jo + higi + ■ * * &**—i.(/ a-— i ^ • //* 

berechnet werden. Die Grossen h s (s «= 0, 1,.., k — 1) gehen dabei aun 
den ajtt in (5) hervor, wenn nur die Coefficienten der Reihen (7) (lurch 
die entsprechenden Coefficienten der fur | x | < r convergenten Reihen 
M\ M, M n 

( 7a ) r: .■’ ii'i’””! ■« 

r r r 

ersetzt werden, deren Coefficienten samtlich positiv Hind. 

21. Convergenz der Hiilfsreihe. Die Coofficienten der lluliVi- 
reibe (4 a ) sind samtlicli positiv, sobald man das willkilrlicho //„ 
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positiv wahlt. In (5 H ) nSimlich ist fiir alle vorkommenden Werte von 
cl. ]i. fiir k = 1 , 2 ..., reclits y. h n positiv und links alle ho, 
hi) - • •, i als Sum men von Produkten aus positiven Zahlen (nam- 
licli don Zahlen Jc(k — 1 ) . .. (7c — A + 1) u. s. w. und den Ooefficien- 
tcn dor Lioilien (7 n )) ebenfalls positiv. Setzt man also 

!h 

ho ist hieniach 33 * stats positiv, iblglieh alle g k desgleichen, sobald 
r/ 0 positiv genommen wird. 

Urn nun die Convergent der Reihe (4 a ) darzuthun, kann man fiir 
diese noeh cine von (5 n ) versehiedene, nur zwei auf einander folgende 
Coaflicienten enllialtende Recursionsformel aufstellcn. Multipliciert man 

niimlich zuiniehst (G a ) mit 1 — ' h , substituiert fur n die Reihe (4 a ) 

und bestimmt auf beiclen Seiten den Goefficienten von 1 ; so folgt 
untor Ueriieksiclitigung von ( 8 ) und der aus ( 8 ) durch Vertausclmng 
von k mit k — 1 hervorgehenden Gleiclmng die Formel 

x\ v r l)" + JI/ 1 (&-t)..(&-» + l) + - + J»/«]. 

Es ist also 


Mithiu miliert sie.h dor absolute Betrag des Gliederquotienten der 
Reihe (4 tt ) dem Wert 

r Uk , I ,r ! 
inn * , x ! i 

a- ft-i *' 

also einer Greuze, die < 1, wenn \x \ < r 5 d. li. die I lei he (4 U ) convey- 
(jkrt im hmern des Kreises mit dem Radius r and dem MitUipunkt 
x 0 , also in domselben Krais, in dem aueh die samtliehen Coef- 
lieieuton convergieren, in der ganzen Umgebung von x «» 0 . 

22. Convorgonz dor vorgologton Reihe. Die Bescbafifenbeit der 
eiugefiihrten lliiliHgkdebung und dor aus ihr entspringenden Reihe 
(4 H ) ist ferner derart, daws jeder Coetlieient der letzteren grosser ist 
als der absolute Betrag des entsprechenden Goefficienten von (4), 
wenn die*: positive Zahl //„ noeh entspreebend l>estimmt wird, d. h. dass 
unter dieser Voraussetzung fiir alle Werte von k 

ffk > ! <'k | 
ist.. 
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Znm Beweise dieser Bchauptung bedurfen wir dew functiomuilluio- 
retischen Satzes 1 ): „Wenn der absolute Betrag oiner gewulnilidicii 
Potenzreihe im Innern ilires Convergenzkrcises mit deiu Radius r 
.stets kleiner als die positive Zalil M ist, so ist filr jeden Wert der 
Zabl n der Coefficient der n ton Potenz iu der Reiho absolut geiiom- 
men kleiner als 

M u 


Wenden wir diesen Satz auf die Reihen (7) an und erinuern tuts dor 
Definition der Zahlen M 1} . .., M n , wolcho in den Reihen (? l ) 

auftreten, so haben wir zunachst das liesultat, dass die absoluten Ho- 
trage der Coefficienten der Reihen (7) bezw. kleiner sind als die ent- 
sprechenden Coefficienten der Reihen (7 n ). Dara'us folgt uber in A it- 
betracht der Bildung der Grbssen a kit und bk« imd, wenn tmeh der Satz 
in Anwendung kommt, dass der Modul (jitter Sutnme horhslens obeiiso 
gross ist als die Sunnne der Moduln, 


I I <C b k H 


lur 


i, a,. 


[a 


n), 


t) 


Ware also bis zu irgend eiiiem Wert von k bin dus Bestehen der 
Ungleichung 

(9) |<5*-l | <//A- 1 

bereits erwiesen, so lnitte man damn aueh 

| a k0 C 0 “(*-*•-(- (tick— I Ofc-~l I *C l>ki)</o l//l I * ’ 1 /„ t Ik t) 

also nacli (5) und (5 a ) 

| <(k k (-k | < yk a ih 

und folglich, wenn von dcmsclben W(jrt von k an noch fur alb* Work 
von k 

(10) | (tkk ! > yk u 

wiire, so wiirde Ungleichung (9) ;mch fur den uiieltsf grb.s.seivn \\ erl 
von k gelLen und weiter lur ulle Werfe von k. 

Nun ist aber, da y ein positiver ee.bter Bruch und uaeb eiuem 
bekannten Satz der Algebra 2 ) Mr ein hinreiehond grosser k die gauze 
rationale Function a kk sich von ihrem hoehston Uliede k a brliebig 
wenig unterschcidet, (10) von einem beHtimmfeu endliehen \\ erl v<»n 
lc 7 etwa von 1c == t an, crfiillL Folglieb bruuebt mir noeb gezeigt zu 


1) Yergl. WeiersfcraHS, Abhandlungun huh tier Kum-Uonentheuiii*, !!e»lm, 
1886, S. 93. 94. 

2) Yergl. z, 13. fterrot, Conn* d’Algebra Huptlnnire, 4““’ §><1., ParF ih<7. 
tom. I. S. 93. 
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werdcii; dans (!)) durcli Walil you g () iiir 1c = 1, 2,. t erffilt werden 
kann. Ea iat 

{ A’ ~~~ Six* * Cq p ()k ~~ 93a • <7o ; 

worm die 31* mid Jit* gmiz bealiinmte Grosscn, die SB* apeziell positive 
e 0 vbllig willkurlich und g 0 nur dor Beaclminkung, positiv zu sein, unter- 
worlen ink Sel dalier miter den Zalilen 

1 ? I I; | % |, • • •, | 1 1 91 die grosste 

und unter dim Zalilen 

1 SB a , . . at,_i SB die kleinate* 

mid (hum <y 0 gemaaa der ateta orfulibaren Bedingung bestimmt 

311 c 0 1 < 33.0 O , 

ho boateht (9) ollonbar 1‘iir alio "Werte von k 7 die < t Hind. 

Daniil iat die zu Anfang dieaea Artikela aufgeatellte Beliaupkmg 

f!k > j <k -1 

fur (die Werte von /,; und folglieli die Oonvergenz der Lleihe (4) in 
demaelben Kreia wii^ die von (4 a ) enviosen. 

Wir konnen dalier dan Keaullal dieaea Kapitela tblgendermassen 
auaapreolien: 

K Wm x 0 vine Htelle dvr lUistbmntheM 1st, so convcrgierf; cine 
jvde lleihe, die sivh dasvlbst hvs(burnt vvrhdlt und dvr Difthrntialglviehung 
formal gndigf d. h. dvrvn Coeffivivuten aus dvr llveursionsformd hcrcch - 
net werden, in der ganzen lhngchnng dvs Punk tvs x —■ 0 odvr im Inncrn 
dvs Krvisvs urn x - 0 als Miltetpiudd, dvr dnrvh dm ndchstcn singuldrcn 
l*unfd hindurehgeht. 

I Hermit, iat. aber der Narhweia der Mxistenz von Integralen unaerer 
Billerentialgloieliung erbraeht. Denn da die rogularen Stellen der- 
aelben ja Slellen dor Ii<vstimmtlicit* aind, so besiizon wir nunmelir 
bei jeder reguluren Stelle n Integrale in Reihenform, welehe bezw. mit 
der 0 Um , l t4,u ,.. n *. l u ' n Potenz beginnen. 

i )aa Hauptcrgclmia der gunzen biaherigen Unterauehung kbnnen 
wir daln‘ 1 * in deni Saiz zusanimenfasHon, tier dit k (Jrundlage ftir alien 
Rolgende bildet: 

llei jeder rvguldren S/< lie x ~ a besitzt die Di/fvmUialglvichung n 
Integrate in (Ivstatf gt tvb/inlieher I'otenzrvihen ron x — a , die bvzw. mil 
der O tl,n , l t,n ; ..n . V vn Potenz von x — ■ a beginnen. 

Boiapiolo. Ausaer (lurch ttic Integrale bei eim k r rogularen 
Stclli* wollen wir die (kmvergenzunterHuebung dieses Kapitels nocli 
dureli einige and( k n* Beispieie ilhdriomi. 
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[23. 


1 Beispid: die Gauss'sche Differentialgleichung 

x(x — l)y[y — (a -f ft + 1 )%]y *+“ a fiy e=5S ^ 

(s. Art. 10) hatte bei x = 0 eine Stello der Bestimmtheit, deren Um- 
gebung, da x == 1 der einzige andere singulare Punkt im liuullichon 
ist, der Kreis um x = 0 mit deni Radius 1 ist. Dio zugeliorigo Ho- 
cursionsformel lautete 

c k .lc(Jc + y — 1 ) = Ck^.i(Jc + a — 1 )(/»: + fi ■ 1 ) * 

Nebmen wir also an,, dass zu der Wurzel h — 0 der determiniemulen 
Gleichnng eine Reihe gehort, d. h. dass entweder y nicbt gleicb Null 
oder einer negativen ganzen Zahl oder aber, wenn jenes der ball 
ware, die im Artikel 18 aufgestellte Bedingung erfiillt sei, so kbnnon 
wir den willkurlichen Anfangscoefficienten der Reibe c {) — 1 sotzen 
und erbalten dann nacb der Recursionsformol 

aft «(« + 1 )/$(/$ 0 

C 0 —l, h——, • 1 . a . y (y -1- i‘j 


Die mit diesen Coefficienten gebildeto Reihe 


1 


+ x + 

1 1 . y 1 


cc(a + 1)(3((3 + 1) 2 i 
1.2. y (y 4" 1) ^ 


a(a + l)(« + *)P(P+ l)(|i + 2) n , 
1 .2 . «y(y4-t)(y4-a)' 


bezeichnet man nach Gauss durch 

F(a, ft } y] x) 

und nennt sie die hypcrgeometrische Reihe oder (Jauss'sehe, F- Reihe. 
Nacb dem Hauptsatz des gegemvartigen Knpitols babon wir also in 
Verbindung mit den Bemerkungen des Artikel 18 das Result at: 

Die Gauss'sche Reihe F(a, p, y; x) convcrgiert fiir leliebige Wvrta 
von ctj /3, y im Innern des Kreiscs um x « 0 mit dem Radius 1; uur 
wenn y gleich Null oder einer negativen ganzen Zahl ist 7 muss eine der 
Zahlen a , p einen der Werte 0, —1, — 2,.y hahen . 

In der That sieht man ja aus der explieiten Gestalt; dor Koike 
unmittelbar, dass in dem letztgenannten Fall die CoeHicienten unend- 
licb werden, wenn weder a noch p einen der angegobenen Werie hat. 

Gehort aucb zu 1 — y eine Reihe (s. Artikel 18) und setzt man 
wieder deren ersten Coefficienten =1, so zcigf die KocurHionsformel, 
dass diese Reihe lautet 


X i—Y' jp(^ a -j- 1 —. 1 ~~~ y } 2 — y; x ), 

deren Convergenzbedingungen entweder wieder wie Yorker aus dem 
Satz im vorigen Artikel und aus Artikel 18 oder aber unmittelbar 
aus den oben scbon aufgestellten Convergenzbedingungen der Reihe 
F(cc, p, y; x) abzulesen sind. 
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Dieselbo Differcntialgleichung hat auch bei x = 1 (s. Art. 10 ) eine 
Stelle der Bestimmthoit, dcren Umgebmig der Kreis urn x = 1 mit 
dem Radius 1 ist. Die Rocursionsformel lautet hier 

Ckh^ly -f- a 4“ ft “ y) “f“ Ck — i (h -f* cc — 1)(A; ~f- ft — 1) = 0. 

Gohort daher m den Wurzeln 0 mid y — a — ft der determinierenden 
Glcichung eiuo Reihe, was wie in Art. 18 m entscheiden ist, so lauten 
diene Reilien (bei denon wir das Argument 1 — x statt x — 1 nen- 
nen, dam it alio Glieder gloiehes Vorzeichen liaben) 

F(a, ft, a + ft + 1 — y; 1 - x) 
und 

(1 - . 7 ;))'—'“ t>F(y — (i, y — «, Y — a — (i + 1 ; 1 — x), 

dcren Oonvergenzbodingungen sicli wieder aus denen fiir F(cc, /i,y; x) 
direct ablosen lassen. 

&. Beispid: Dio Difforentialgleichung 

( 11 ) x 9 y"-\- mf— #(1 + %*)y = 0 

lie fori bei der ausserwcsentlich singuliiren Stelle x = 0 die Recur¬ 
sions runnel 

( 12 ) b\ tt kv k + I (k -1 )(& - 2) - ljr^t - a -3 = 0 . 

Die determinieremle Gleielmng Qc = 0 ) ist von niedrigerem Grad als 
die Ordnung der Diflerentialgleiehung-, also ist x *=* 0 Stello der Un- 
bestimmtheit; trolzdem eonvergiert hior die zu Null gehbrige Reihe. 
Es ist niimlich 

(13) Fkit kv k ~~ Ck— t + (k - 2)[ (A; — 1)ca~i — o*—a 1 

+ (*-. 

Kolglieh ist die Recursionsformel (12) I’Ur alle Werte von k (&«=(), 1,2,.,) 
erHUR, wenn lilr dieselben Werte die oinfaehere Recursionsformel 

( 14 ) (Jjtu leek — «=* () 

orfttllt ist. Setast man abor das orate, willkilrlich bleibcnde 1 , so 
giebt (14) die Reihe 

1 + t‘ + 

welehe eonvergiert und — wie man sieh leicht iiberzeugt • - in der 
That der Gleichung (11) genilgt. 

Ulrich uny (U) yield also cm Beispid da fur, dass auch bei einer 
Welle der Vnhcslimmtheit, urnn dasvlbst cine dclermimercndc Uleichuny 
uberhaupt cxistiert, die zuyehoriye Reihe converyierm kann. 

«7. Beispiel: 

x :i y x(2x — 1) y '+ y «= 11 
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liri'ert bei der ausserwesentlich singularen Stelle der Unbestimmtheit 
r = 0 die Reenrsionsformel 

(* — 1 )Ck = 0, 

wo wir beilanfig bemerken, dass 

F ka = Qo-l)(ha 9 

wenn 

Gka === kCk — L Cje 

gesetzt wird. 

Die determinierende Gleicbung hat die Wurzel 1 5 dalier erlialten 
wir aus der Recursionsformel die Reihe 

y^c^llx + 2lx 2 + 3!# 3 + •••]? 
welehe der Differentialgleichung geniigt, aber fiir jeden noeh so kleinon 
Wert Ton x divergiert. 

Die beiden letzten Beispiele zeigen also einstweilen, dass bei einer 
Sidle der Unbestmimtheitj icenn die determinierende Function nicht cine 
Cohiifante, d. h. ton k unaWidngig ist y sowohl eine convergente, sich be- 
dimmt verhaltende JReiJie existieren, als auch das Qegenteil der Fall 
sein kann. 



Ivapii.id IV. 

FuiMlamentalsysi^m von Iiitegraleii. Niclit liomogcne Differontial- 

gleidnuigon. 

34, Foststollung dor nachaton Anfgabon. J )er im vorigen Kapitol 
aila IlaupiroHultat dor biaherigen, Uniersuehung gewomiene Sa(,z kami 
ftiglieh ala Fundamental sat® unseror ganzen Theorio bezeiclinet warden, 
woil or die Existenz von Integrulen begrundei. Er zielit zugleich oine 
Trennungalinio zwischen den Siellen dor Besihumiheit und donon dor 
Unbesihumiludi: boi den ersiemi convergin'! jede formal dor Dillb- 
roniialgleielumg gonugendo Iloiho, lad dim lei.zt.oren exiatiert im All- 
gemeinvn brine rich best inuni verbal tonic convergent c llnhe., welehe. der 
.Differentialglcichung geniigL Jliornaoh wird sieh auch die weitere 
Uniorauelumg don Verhaliona dor Iniegralo in der IJmgebung dor ein- 
zolnon Siellen spalien und sicli zunsleliBl denen der eraton Ari zuwon- 
den mdHHon. «Ja, die Kenninis dor Iniegralo in der Umgebung dor 
Siellen tier Bestimmtheii — apozioll dor regularou Siellen wird 
uns flherhaupi oral die Miiiol lioforn, mu dan Vorhalien dor Iniegralo 
uuolt bed Siellen dor UnboHtimmllieit untersuchon zu kbnnen. 

Ini liiennii der Ulan fur den Korigang der UnterHuohung in 
groHHon Ztigen gekennzeiehnei, ho Iansl dor lumdamentalsatz dock 
zunuehsi noeh die Erledigung inner andern Kruge wtiiiHebon. Dersolbe 
lieferie uns ja lad einer Stello dor Bestimmtheii mimlesfims nines und 

libeiistens n Iniegralo, .~ wonn man aber bertloksiehtigt, dans jedos 

dieser Iniegralo nooh idno willluirliehe Oonsfante (don orsien (Joefii- 
rienton) enf halt, sogar unondlioh vielo. Iniegralo. Urn in dieser 

unondliohen Ktille eine Uebersieht zu gewinnen und zu erkemien, hi 
ivvlvhtr Weise man siimtliehe Integrate der I)i/)m ntialgleivlmng umfasten 
kann ) mflHsen wir auf die Beziehungon eingehon, welche zwisohon 
mehreren Integrulen hostel* en konnen. 

35. Beziehungon von Intogralen untoroinandor. Wir gohon 
dabei von tuner ITtr die linearon homogenen 1 dllenmtialgkueliungon 
dinrukterisliHehen EigeiiKehafi uus. Sid niimlioh 
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25. 


(l) P(x, y ) == y (n) + p 1 y (n ~ 1) + ih -1- iuy = 0 

(indem wir mis jetzt die gauze Gleicliung durcli den Coefficicnton von 
yW dividiert denken) 1 ) eine lineare liomogene Differentialglciehung 
init gam belieligen Goefficienten und seien 

Vt7 Vt * * * •? y^ 

Integrade derselben, so ist aucli 

V =b + Cjjj/ij -4 ■ nyx 

ein Integral, wenn c 1} c. 2 ,..c% beliebige, von x unabhiingige (Jrossen 
sind. Denn, setzt man diesen Ausdruck fur y in (1) ein, so wird 

P(x, vf) = e x P( x, y t ) + c^I\x, y^-\ -j- c x l>(x, y x ) 0 , 

weil nach Voraussetzung 

yd :%) • • • ^(x, n) 0 • 

Man wird deshalb, worn yx+i wieder (‘in Integral von ( 1 ) ist, 
sicli aber linear und liomogen durcli 2/t 2 /ti - * vtm x nnab- 

hangigen Goefficienten ausdriicken lasst, dieses Integral nielli als 
wesentlich von jenen verschieden betracliten kbnnen. Man wird iibcr- 
haupt l Integrate 

2/i !/r-!/i 

dann und nur dann als untereinander wesentlich verschiedni bezcichnen, 
wenn mischen ihnen koine lineare homogene .Relation mil von tv imab 
hangigen Goefficienten 

( Aih + ( -\>Jh + * * ■ + <hyx . : 0 

besteht ? odor wenn dieselben — wie man sicli dafilr kurz ausdnlekt - 
linear unabhdngig sind. 

Uber linear von einander nnabhiingige Kunetionen exisiterl mm 
folgender 7 vielfach von nns zu benutzender Satz: 

Sind 

n x ... U) 

irgend welche l Functionen der Variablen x 7 so ist die aus diesm nnd 
ihren A — 1 ersten Ableitungen gebildetc Determinantc 


1) Wenn cs sick um Aufstellung von Formoln handolt, welche in Hpeziellen 
Fallen zur praktiscken Anwendung golangen kdnnon, benutzen wir immer die 
allgemeinere Gestalt der Differentialgleiclmng (1) dor Emleifcung, wo noeli audit 
durck p 0 dividiert ist; so z. B. boi Ableitung der ItecurHionHformol in Kap. I. 
Handelt es sick dagegen um den Beweis tkeoretiscker 8&tze, so dient es oil zur 
Vereinfackung, wenn man die Bifferontialgloickung — wie bior —• schon duroh 
jp 0 dividiert denkt. 
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u L 

u x • 



n 2 ' . 


Ul 

. . 

ji-n 

. nx | 


(lie wir kurz die Jhicrminanle der n Ifundkmen nennen wollen, damn 
und nur dann identisch (d. h. ffir jeden Wert von x) gleich Null, wenn 
u t ikj .. . nx linear abidingly sind l ). 

8(>. Ausdruck dor Cooffieionten dor Difforentialgleichtmg duroh. 
n linoar tmabMngigo Intogralo. Gesetzt nun, man hatte n linear 
unablmngige Integrate 

Vi ?/a * • • y» 

der Diilerentialgleieliung (1), so kami man aus den n identisclicn Glei- 
chungon 

+ Pi + PtVi {nm tS) + • * ‘ + Vnih o 

y^(n) P v yS H ~~ X } + V\\thl'“ ”" tl) H-+ .Pn'tk G 


Ij/u 0 'I' Vxltn U -V:lkV { H~ -!-••• + PnVn 

die Ooeflicienten der I )iirerentialgleiehung (1) p t p 2 . . . p n (lurch jene 
u Integrals aumlrfieken. Bezeiehnet man namlieh die aus dem System 
oder der Matrix 

?/, ?/,'. - • ?/, w 

?/ 2 ?// - • • y » {a) 


?/« ?/» 


ihi 


zu 

bildendeu l )eierminunten, wean 

man < 

lie 

erste, 

(»* 

-|- 1)'*’ Colonuc niroicht, 

bezw. mit 




JK, 

/hi— ■ l j • • • 

, />M 


HO 

ini innlxiHondore 






?/i !// • • 

• ?//"' 

u 


00 

If 

th, jh • * 

• ?/a l “ 

n 




tin tin • • 

, U 

- 1) > 



• tin 

i 


d. li. die Delenuinunte der n Kunctitmen j/ t g 2 ... ?/u> uaeh dem ange- 


t) Hinvcw den Sat/.fH im Aniuuig. • 1 him‘Und. fimlei rnoh aueh die Zusam- 

imniHtelimig einiger amlerer Fiitze iibor linear unubhiingige Funetionon, die wir 
Hpilter gebiauehen. 
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[20. 27. 


fahrten Satz nicht identisch Null. Folglich ergcben sieh au» ( 2 ) lur 
die Coefficienten p die Ausdrticke 

(4) jPi “= 'jj > JPa ™ jf~ ? • • • > " (" ““ *)“ /> * 

Setzt naan diese in P(x, y) ein und multipliciert die gauze Gleiehung 
(1) mit (— so nimmt die Diilerentialgleiehung die Gestalt an 

(- iy i h— -k i) m »/>»} — o 


oder 





V V 

y" • • 

• y w 


V\ ?// 

vi’ • • 

■ • 2/i ( "' 

(5) 

Ik Ik 

J/a". * 

• ?/ a 0i> 


y>i y'» 

Vu • 

, («) 

• . y„ 


Wir haben also das Itesultat: 

Sind y x y 2 .. • y* n linear unabiding igc Integrate viner linearen 
homogenen IMflerentialgleichung (l), so fomn man derm (ke/fieienten in 
der Form ( 4 ) dtmh diese Integrate ausdriicken oder • teas dasselbe 1st 
~~ die game Fiffercntialgleicliung nach Multiplication mil dvr Deter* 
minante der n Integrate in die Delerminanleufonn (T>) seten. 

27. Fundamentalsystom von Intogralon. Da man also urns n 
linear unabhiingigen inlegralen die (Joefiieientrn dm* Dificrcuiiulglci- 
cliung selbst bcreelinen lauui, folgt, dass dirndl solehe n Integral** 
jedes andero Integral der Dillexentiaigleiclmng bestimmi scin muss. 
Wir wollen deshalb sagen: 

n linear unahhdngige Integrate odor -• w. <L i. u Integrate f 
derm Determinante nicht identisch .Null isl } bitdm ein Fundamental 
system von Integrates Die oinzolnen Integrate y { y. t ... g n sullen 
die Elemenle, 1) die Determinante des Fundamentalsystems hekseu. 

Die Gestalt (5) der Dillbrimtialgleielumg zeigt umnitlelimr, dass 
dieselbe identisch crfullt wird, wenn man y y i9 j/ a? .. y n uder gleiclt 
einer beliebigen linearen homogenen Verhindung denmlbcn mil von x 
unabhiingigen Coefficienten setzt Sie zeigl aber auch umgekehrl, <Iu,sk 
jedes Integral der Diilerentialgleiehung (1) linear und homogen mit 
von x unabhiingigen Coefficienten (lurch, y t ... y n uundrlickbur hd. 
Bedeutet namlicb y irgend ein Integral der Diflemilialgleirhuug, no 
folgt nach (5) und dom in Art. 25 angeiuhrton >Satz da« UeHteheu 
einer Relation 


(Jy +• (J l y l + • • + (J n y, 


0 
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mit von x unabhangigen Coefficienten. Da aber y x y 2 . ., y n linear 
unabhangig sind, kann C niebt Null sein, und die ausgesprochene Be- 
hauptung ist erwiesen. Hiermit ist aber die Bezeiehnung von n linear 
unabhangigen Integralen als ^Fundamentalsystem von Integralen^ in 
vollstem Masse begrtindet. 

Eine lineare liomogene Verbindung der n Elemente eines Fun- 
dam entalsystems mit willlmrlichen , von x unabhangigen Coefficienten 

C lVl + C 2^2 + • * * + C nVn 

nennt man desbalb das allgemeine Integral der Differentialgleichung, weii 
naeb dem Vorstehenden jedes Integral durch Specialisierung der 
Ci c 2 ... c n daraus hervorgelit oder in jenem Ausdruck entbalten ist. 
Im Gegensatz dazu nennt man jedes Integral, das weniger als n will- 
kiirliche Constanten^ enthalt, ein partihulares Integral oder eine parti- 
hulrne Losung der Differentialgleichung . 

Gleicbzeitig ergiebt sich aus den obigen Bemerkungen der Satz: 

Zwischen n + 1 Integralen einer linearen homogenen Differential- 
gleichung n Ur Ordmmg besteht immer eine lineare AlhdngigJceit. Denn, 
wenn es unter den n - f- 1 Integralen ein Fundamentalsystem giebt, 
so ist das (n + l) te Integral durcb dessen Elemente ausdriickbar; an* 
dernfalls sind sclion je n der n + 1 Integrale linear abb'angig. 

Da es nach diesem Satz also eine Differentialgleichung w ter Ord- 
nung, welcbe melir als n linear unabhangige Losungen besitzt, nicht 
giebt, kann man auch die Folgerung aussprechen: 

Weiss man, dass eine lineare homogene Differentialgleichung n ter 
Ordnung von mehr als n linear unabhangigen Functionen erfullt wird , 
so folgt daraus , dass sdmtliche Coefficienten der Differentialgleichung 
(bevor noch durch den Coefficienten von y^ dividiert ist) EE 0 sein 
milssen. 

Wie dieser Satz an eine bekannte Eigenschaft der algebraischen 
Gleichungen erinnert, so bildet die Gestalt (5) der Differentialgleichung 
das Analogon zu der Zerlegung des Polynoms einer algebraischen 
Gleichung in Linearfaktoren, wenn man die Wurzeln x L x 2 . . . x a 
kennt, 

(x — xf) (x — x 2 ) ... (x — x u ) — 0. 

Und wie bei der algebraischen Gleichung 

x n — a 1 ,x n '~ 1 -f- a 2 x n ~ 2 — * • * + Q>n — 0 

die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x symmetrische 
Functionen der Wurzeln x x x 2 ... x n sind, so zeigen hier die Gleichungen 
(4), dass die Coefficienten der verschiedenen Ableitungen von y in der 
linearen homogenen Differentialgleichung ( 1 ) symmetrische Functionen 

Ho f f ter, Differential gleichungen, 4 
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der Elemente eines Fundamentalsystems sind, da J>, 1\, • ■ - D n bci 
Vertausckung von ij; und y k nur das Zeichon iindeni. Dies ist natiir- 
lich so zu versteken, dass man mit der Vertauscliung von ?/,• und ?/* 
gleichzeitig die Vertauscliung vou yf> und yf> (/l=i, 2 vor- 
nimmt. Man kann sogar zu dem Satz der Algebra, dass ji'de ratio¬ 
nale syminetriscke Function der Wurzeln cine rationale Function der 
Coefficienten ist, liier ein Analogon ablciten. Dock soli aut diese 
mekr formalen Eigensckaften jetzt nickt woiter eingegangen werden. 

Der Hauptinkalt dieses Artikels kestekt also in der 

Definition dcs Eundamcntalsystems und drs allgcmeinrn Integrals 
und in dem Satz: 

Jedes Integral ist linear und hmnogen mit von x unabhibujigen 
Coefficienten durch die Elemente eines Fundamentalsystems ausdriirkbar. 


28- Die Determinante eines Fundamentalsystoms. Die Detor- 
minante eines Fundamentalsystems versekwindet nack der Delinitioit 
nicht identiseh. Wir konnen aber mittelst der im Artikel 2(5 gowon- 
nenen Resultate einen Ausdruck fiir I) ablciten, welcker nock weitoron 
Aufsckluss iiber die Natur dieser Determinante giebt. 

Man differenziert namlicli 1) nack x, indem man die Humme der 
n Determinanten bildet, welcke aus D entsteken, wenn jedesma.1 die 
Elemente einer anderen der n Colonnen nack x diil'erenziert werden. 1 ) 
Von diesen Determinanten versekwinden aber wegen llebereinstim- 
mung zweier Colonnen alle bis auf die lotzte, welcke I) t ist. Man 


bat also 
(3') 


ill) 

dx 


A 


und dalier nach (4) 


3 . (UJ 
1)' dx 


d 

dx 


log ./> = 


Pi 


oder durck Integration 

(6) J) = Oe-J'“" u 


wo G eine von Null verschiedene Oonstante ist, well sonst J) 0 
ware. Diese Grleichung lehrt nun zufolge der Eigenschuffc der Ex- 
ponentialfunction, die den Wert Null nur fiir unendlieh grosse Werie 
des Argumentes annehmen kann, dass l) lt nur fiir solche "Werte von 
x verschwinden kann, fur welcke J'%) x dx unendlieh wird. Da aber p y 
fiir einen regularen 1 Wert x — a nicht unendlieh wird, so kann J) 


1) Vergl. Baltzor, Theorio u. Anwend. d. Dot. 6. Aufl. Leipzig 1881. § :i. 15. 
& 29 if. 
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lnir an singularcn Stoll cn der Diflerentialgleicliung versctwinden. Wir 
luiben duller dan Itesultat: 

Die Jktemunmde ernes JAmdamentalsystems Icann nur an singu- 
Idren hfellen der / > ifl'cr end a Igleichung verschwinden mid &war nur an 
solehen, wo speziell der (Joef/icimt von g (»—0 — zoenn der von y(*) = 1 
isl .. nnendlkh nnrd. 

Man knnn tibrigens die; IbUbrentialglciehung durcb Ehduhrimg 
(n'n<n* neuen abhangigen Variabeln n stall y derart transformieren, 
dans (ilr die none Diflerentialgleiehung die Deterrninanto des Funda- 
mentaLsystems von x unabhangig und dalier nacli QV) mid (4) der 
Doeflieient der zweilhochstoii Ableitung Null wird, was fiir rnanehe 
Unlersueliungen wunseliensweri ist. Sotzt man namlicli 


(7) 

odor, was dasselbe ist, 


V 


so isl 


y 


If , V 


ft 

y (} 


1 

U 


I 

II 


I H <l.r 

Il‘\ <Or 


if 

U • 


1 /' 

” nJ lhdX 


Vt 

n 


n 




Pi 

n 



;//" »> v. 

y(’ 1 ) (> 


1 f !>i e.r 
w J 


p iU (n—l) _J.. 


Mho win! der (Inefficient von id n '~' l) in der neuen Diilerentialgleiohung 
-- 1 fpi't* 

e nJ r-.»>, + »>!I 0, 

und da der Faktor e "* alien Uliodern gemeinsam ist und wog~ 
gelassen warden kann, erhalt man fiir n eine Differentialgleicliung 

(8) -f- ■ • * + (JnU = 0, 


wo die f/.j q, A . . . q n gauze Functional von p x p% .. . p n und den Ablei- 
tungen von p t sind. Da q x 0 ist, ergiebt eich fiir Diflerentialglei- 
ehung (8) dies Determinante nines Fundamentalsystems nacli (C>) als 
eine (Jon stun to. 


4* 
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29. Erniedrigung der Ordnung der Difforontialgloichung boi 
Kenntnis eines Integrals. 

Wie man den Grad einer algebraischen Gleielumg mu 1 eniiedri- 
cren kann, wenn eine Wurzel derselbcn bekamit ist, so kannimut von 

o / • 

der linearen homogenen Bifferentialgleiclmng Ordnung 

(l a ) P(x, y ) == jp 0 yM + ft »/“-'> -|-H ft?/ = 0, 

wenn man ein Integral y = y x besitzt, zu einer Dillerontialgbuehung 
(n — l) ter Ordnung ubergehen. 

Setzt man namlieli 

( 9 ) y = y t Jsdx, 

woraus folgt 

( 9 a ) 8 

v J d»' y x 

so ist 

Si 

y’ = yi J Sdx ■+■ y L .o' 

y" = yC j zdx + %yi s + Vi* 


yM = faWjedx + (i)ft (, ‘- n «+ (?) J/i ( '-V+ 


und es wird 

(10) P(ft yj'sdx). : P(ft y,)J‘s({;r. + (>(.*:, .-i, 

WO 

(11) <2(ft s) 

+. 

+ ( M 7 ')?>. 2/."'- ‘ J, -l.I ft «//,]. 

Da aber P(ft ft) ==• 0, so lieferl dor Auadruck (9) iilr y ( >in I nigral 
der Differentialgleicliung (l a ), falls g ein Integral der Dillerential- 
gleicbung (n — l) tor Ordnung 

(12) Q (x } g) ==» 0 
ist. 

Die Bezieliung zwiscbeu den Gleichnngeu (l a ) und (12) i«fc alter, 
wie man aus (10) sielit, in dom Sinne eino gogeuseitigo, daws wir 
sagen konnen: 

Jedem Integral g = £ von (12) cnlspricld cm Integral . H run 







:i<).| Kundamentalsystem von Integralen. Niclit bomogene Differentialgl. 53 

(l 1 * 1 ), das (lurch (9) gegeben wird, und jedern Integral y — r\ von (l a ) 
mtsprivht cm Integral ss = g von (12), das durch (9 a ) gegeben wird. 
(Dorn Integral y = y { von (l a ) entspricht das Integral 0 = 0 von (9)). 

I* inner ist Ieieht zu z eigen, dass cinem FundamentaXsy stern dcr 
etnen Glcichitiig (tuck ein solchcs dor anilcrn entspricht 

Sei niimlieh 8 x#$... 0 n ein Fundamoutalsystem von (12), y 2 y 3 ...y tt 
die ( Hitch (9)) enlsprechenden Integrale von (l a ), denen man als n t0 8 
dan Integral j/ x hinznftigt. Bestande mm eine identische Relation 

(hVi +* + * * * + O tl y n EE 0 

mii von unabhangigen Coefficienten, so hiitte man nacli Division 
durdi j/ t und Dillerentiation nach x 

+ • * * + Oa ee 0 

gegen die Voruussotzimg. 

1st mngokehrt y x y% ... y n ein Fundamentalsystem von (1 H ) und 
sind £ a . . . 0 „, die nacli (9 U ) entsprechendcn Integrale von (12), so 
ist auoh nine Relation 

^4 ; -ii "1“ ^ ;i -°’:j ”b ’ ‘ * “4~ O n 8>i E : i 0 

unmdglieh, weil, daraus (lurch Integration in Bezug auf x, wenn man 
die Integralionsconstante (\ nennt, und (lurch Multiplication init y t 
die llidation 

0 { g l + (Iy% + • • • + Un'y>i ee 0 

lolgen wiirde. 

Wir kdnnen daher als Inhalt dieses Artikels aussprechen: 

1st, chi Integral y { chirr Uncare n homage,nm IHjJcrentialgleichung 
u Un Ordnuny hi g bekannf , so kann nam niiltelst dor Transformation- 
gleiehnng 

!, "= Htj'sth 

eine J)i/}brentialglcickimj (n — l) tor Ordnmnj in 0 herleitcn , sodas# jedern 
Firm lam m la tsystem der JUfJmmtialgleichnng in 0 ein solchcs derjenigen in 
// inrun man nach y { himufiigt) entspricht und umgekehrt 

30. Fuchs’scho Method© ‘) zur Gowinmung linear unabh’angiger 
Integrale. Beluilt man nun von den Integralen von (12) nur eines, 
etwa bei, ho hat man also von (l a ) zwei Integrale 

Vi, 2/1 

vSubslitiiiort man tlami alter uliter Wiederholuug der Operation in (12) 
(i;i) s = s.,f tdx, 


1 ) S. (JrcllcH Journ. Bd. GO. (1800) p. 129 ff. 
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so erhalt man fiir t eine Differentialgleicliung (n — 2) tet Ordmmg. 
t = t 3 ein Integral derselben, so ist 

s s f t s dx 


ein Integral von (12) und folglicli 

Hi J s 3 dxJ / 3 dx 

ein soldies von (l a ). 

So fortfahrend erluilt man A (l < n) Integrate 


( 14 ) y 1} yJ'&jdx, y x j s 3 dxj t 3 dx, ...,y,J s.dxj . . jmdx, 


der Differentialgleicliung (1“), welclie linear unabhdnyig tend. 
Ware niimlicli identisch 


(15) + • • * + oxyj %dxj •. J itxdx ■ 0, 


1st 


so folgte lrieraus (lurch Division (lurch //, un<l (lurch Diflorontmtion 
nach x 

G% ^2 HH * ’ * "4” (’A J 4 ' ’ ' j ‘Mldx 0; 

hieraus ebenso 

C$ /y • • J % Uxdx : .0 


u. s. w. endlich 


cx.vx “O, 


also ^ = 0. Dann scliliesst man ebenso, dass .,j O, o O,- 
c x — 0, dass also eine Relation (15) unmbglieh ist. 

Damit ist die obige Behauptung erwiesen; iur X ~~ n bilden also 
die Integral© (14) ein Fundamentalsystem. 

Zwischen den Dderminanten der lAmdamenfcdsysteme der bei dieser 
Ableitung benutzten Gleiclmngen in y, $ } t } .. di<» wir mit 

d, jd\ ir ,.. 

bezeichnen, bestcht noch eine bemerkenswerte Bezinhung. Die letzle 
dieser Differentialgleichungen ist fur X = n von der orsten Ordmmg, 
ihre abhangige Variable lieisse w\ ilir integral w n ist also zugleieh 
die Determinant© selbsi 

Nun ist nach (6) fiir Gleiclmng (1“) 




dx 


D = C.e 

und fiir Gleichung (12) folgt ebenso nach (11) 

- f (»&' + &) 
D' = C'.e J X Vl pJ 


dX 


also 

( 16 ) 


iy = Ci. yr n . i). 
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Entspreehond orgiebt sicli 

7/'— (4 

u. h. w. 7 wo die 0 immer Oonstauton bodeuten. Yerbindet man alio 
dieso (Jleieliungen, so erliillt man ftir I), die Determinant© ernes Euu- 
dumentalsystems der Oloicliung (l il ), den Ausdruek 
(17) I) «= Gy x n . 1 .• • m n * 

Wir liabeu also das Unsultat: 

Kami man mm jedor Ihimren homogenen Di/Jcrcntidlglciclmng ein 
Integral ermittdn } so k(tun man aueh ein Fmidamenldlsystcm fur cine 
hdiehige linearc homogmc J)i/ferentialgkicking in der Gestalt ( 14 ) auf- 
sfeilen. Die Detmmmmte vines Fnndamenta/systems driickt sick alsdann 
in dvr Form ( 17 ) (lurch die (label benukfm Integrate y xi # 2 ,.. w n der 
/)iffemdialgleiehungm n x " r 7 (n — 1 ) tor ; .. l t(,r Ordnung aus, wclchc bci dem 
Verfahren der lieiho nach auftrelen. 


Ul. ZuruckJffikrung dor Integration von nicht homogonon anf 
die Integration von homogoixon linoaron Differontialgloiclmngon J ). 
Narh den Uesullaten des gegemviirtigen Kupilels bestelit die volLstan- 
digo Integration einer homogenen linearcn .DifTerentialgleieliiing in der 
Aufslellung eines Fundamontalsystems von Integralen. Angenommen 
nun, wir kdnnlen Hlr jede homogene (lleichung ein solehes linden, so 
siml wir jeigi in der Luge, den in der Einleitung (Artikel .1) ver- 
sproehenen Nachweis m erbringen, class die Integration von nicht 
homogenen linearen (Heiehungen auf die von homogenen roduciert 
werden kanu. 

Sei niimlieh 


(1 h ) P(x, y) -f- }>{x) ?), ,»/'•) -| - ?>, f* . 0 -| -1- pay -I- p = <> 


die vorgelegto niehi homogeno I lillerentialgleiehung, so kann 
daraus die honxogene DiHerentialgleiehung bilden 


(Id) 


GlS l> 


v) 


U‘ + p)t 


dV 

,u P 


dx 


0 , 


man 


oder ausl’iihrlieh ge^ehriidum 

(1 '■ »' 1 ) ' 1 ”ppo -I- ?/"> iPPo + pp t - - PpP) 

_)- y[a pp.,- p t p') 

+ ?/"• a) Ipp-I + pp* - - ihv ) 

-4. 

+ y (ppn — PnlO = o, 


1) Vgl. FucIih, Crulk-H Journ. lid. 08. (1808) p. 80811'. 
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welcher, wie aus der Form (19) ersichtlicli, alio Integrate von (IS) 
genu gen. Umgekehrt ist aber niclit jodos Integral von (19) oin 
soldies von (18); cleim (19) wird ja clurcli idle Lbsungen der sogenunn- 
ten reducierten Gleichung P = 0 befriedigt, die o lien bar niclit Jntegrale 
von (18) sincl Es kommt also darauf an, unter don Integralen von 
(19) diejenigen zu kennzeidmen, woldie zugleidi Lbsungen von (IS) sind. 

Zu dem Elide dividicrcn wir die Gleiclnmg (19) (lurch p'\ sodass 
sie die Gestalt annimmt 



oder nach einmaliger Integration in Bezug aid' x 

(20) P —6 y .j>, 

wo G eine willkurliclie, von x unabhilngige Grosso bedeuteL Jedrs 
Integral y — vj von (19) hat also die Eigenschaft, fur y in P(ui,//) 
eingesetzt, diesem Ausdruck den Wert (•.]){$) zu crfoilem >Sotzt man 
imn ein ganz bestimmtes partiladiires Integral )j ein (welches gar koine 
willklirlidic Constante melir entlnllt), so muss aueli 0 cine ganz be- 
stimmte Constante sein. 1st diesc =» 0, so hat man in ein In¬ 
tegral der reducierten Gleicliung 


ist 0 4= 0, so ist 


I'(.r ; ;/) - 0; 

*1 

<r ^ 


ein Integral der niclit liomogonen Gleichung (IS). Omni set/,1 man 
y == %, so wird 

P:.-i —p 0(lor P~f-/» 0. 

Fiigt man zu diesem Integral nodi (‘in beliebigoH Kundumonlal 
system der liomogonen Gleidumg 

hinzu 

V\ !h * • ■ !tn , 

so hat man in 

Vl, ?/t* //;> 1 • * - Hn 

offenbar ein Eundamentalsystem der Gleidmng (Hh; dnm g { Li ja. 
niclit .Integral von P=0 uml infblge (lessen nieht (lurch . .//„ 

ausdriickbar. 

Mit diesem Eundamentalsystem umfassi man alh* Integralc von 
(19), folglich, da hierunter alio Integralc von (IS) bogriflms siml, audi 
die letzteren samtlidi. Wahreml a her das ullgemeino Integral von 
(19) lautet 


y “ c *h + hVi + -f 


"F” Win, 
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wo e, <\, ganz willkurliche von x uiiaUiiiugige Grossen sind, 

limns liiorin, woim (18) bol'riodigfc wonlen soil, notweiulig c = 1 scin. 
Das aUynne.ine, Integral <ler nicht Immycnen (rleichany •{ 18) ist also 

>h "I <\th + H-1" <Dy n , 

ico y u //.. .. . Ha dn Fandamentalsyslcm dec mhwiertcu (Ueichnng P — 0 
and ein Integral der homogenen (Ucidmng (19) Ist, das nicht ssngldeh 
cine Liisnng von P 0 ist mid tlessen, (\mstanten so hesiimnU sind, dass 

P(x,y J "|. pi^e) 0 ist. Das Integral */, nennt man wegen seiner 

ausgo'/eiehncten Htelhmg aueh llauplinleyraL 

t Hermit ist die Integration tier nicht homogenen (jleiehung in der 
'That aid’ diejonige von homogenen Uleicliungen zuriittkgeliihrt. 

Neunen wir */ n y u ?/ 2; - . y n ein Fimdammlalsystem van hdegralcn 
der nicid homogeMcn Gldchung 

V(,x, y) + vO) — o, 

ho kann man die Coefficienton dieser (Jleicliung ganz almlieh wie in 
Artikel ^(i dureh die Elemente des IHmchunenialsy stems ausdruckeu 
and der (Heichung selhst die (iestalt gehen 



1 

// 

// . 

. . . //<"> 


1 

Hi 

>ti • 

. . . »;,«*) 

(~’i) 

n 
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Die Integrale l>ei eiiier regularen Stelle mid die linearen DillVreutial 
glcicbungen mit constanicn doeflicieuteu. 

32. Ubersicht liber den Fortgang dor Untemiclrung. Nach 
dem vorigen Kapitel belierrsclit man alio Iutegrale der 1 )i Horen tial- 
gleichuug mit dcm Besitz eines Fundamentalsystems. Urn also das 
Verbal ten samtlicher Integrale in dor Umgebung der oinzolnen Werte 
von x kennen zu lernen, gilt cs ; fur die Umgebung jeder der von 
uns unterscbieclenen Arten von Stclleu ein dasolbst gilltiges Funda¬ 
mentalsystem aufzustellen oder dock — wo die explieile Aufstellung 
eines solchen sich als immoglicli erweisen sollte — zu ergrttndon, 
welcke analytische Gestalt ein daselbst giiltigos Fumhunentalsystem 
baben muss. 

Diese Aufgabc erledigen wir im gegcnwiirtigen Kapitel zumlehst 
fur die regularen Stellcn mid erluilten dabei zugleirh mannigfache An- 
wendungen fur die Untersuebungen d<?s Kap. IV. 

Besitzen wir aber alsdaim fur die Umgebung einer jede.n rugu- 
laren Stelle ein Fundamentalsystem von Iidegralen, so erhebt sich 
nocb die Frage ; welcher Zmammenhmg zwisehen alien diesen unendlieh 
vielen Fundamentdlsystemen bestebt. I lurch die Beantwortung derselben 
gewinnen wir erst den Begriff der fur das gauze debid dvr Differential * 
gleichung mit Ausnahne der singuldren Sle/len dvjiniedm allgemeincn 
Integralfunction. (Kap. VI) 

Indem wir darauf in den Iblgenden Kapitcdn ( V11 ? VIII, L\, X) 
ein fur die Umgebung einer beliebigen Stelle der BeHtimmtheit gilltiges 
Fundamentalsystem aufstellen unci untersueben, lernen wir das Vcrhallvu 
der Integralfunction auch bei singuldren Stellcn der Bcstimmtheit kennen. 

Kapitel XI. unci XII endlieb stellen die analytiscdie Gestalt der 
Integrale in der Umgebung einer ganz beliebigen singuldrm Sidle , also 
auch in der Umgebung einer Stelle der llnbestimmtheif, feat. 

33. Verhalten der Integrale bei einer roguT&ren Btello. Wenn 
^ = 0 eine regulare Stelle der Differentialgleiehung ist, so kann man 
letztere in die Form setzen 
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0) y (n) + H-I- = o, 

wo $2 • • - ^ gowolmliche Potenzreihen von x sind. Obwohl nun 
die samtlicbcn Wurzeln der zu x — 0 gebbrigen deierminicrenden 
Oleiclmng (s. Art. 9) nur eine einzige Gruppe bildcn 

0 ? t ? , . . y U ".* l ? 

gehort dennoeb naeh Artikcl 17 zu jeder dcrselbcn einc lteihe oder 7 
wie wir nun auf Grand von Ivap. Ill sagen durfen, ein Integral in 
Reihenl'orm. Bezciebnen wir diese n Integrate bezw. mit 

?/l tf* - Vn 

und denken un.s boi jedom dorselben ausser deni willktirlieben An- 
(angsooenielenien alle andern willkurlich bleibenden Coeflioienten 
(h. Art. 15) gleicb Null gesetzt 7 so bildcn y x . .. y n ein Fundamental- 
syslau von lulvyrakn; denn ihre Zahl ist n, und eine lineare bomogene 
Relation zwiseben ilmen ist ausgesehlosscn'). 

Betraehtel man stalt dieses Pundamenialsystems das allgemeine 
Integral 


(-0 


H ( \ih "I" H?/a "I" 


l n Ihi 


>7^ 


wo (\ will k H rliehe von x unabhangige Grossen sind; «o ist 

dies eine gewbhnliebe I\>lenzreilie von x, deren n erate Coefficienlen 
willkttrlieh sind. Da, a her die (Joel'licienten dieser Potenzreihe iiaeb dem 
Taylorsehen Sa.lz die Bedeulung liaben 

1 f'M 

1 k' /.«■ o 7 

so kann man aueb sagmi: das allgcnidne Integral der DitVerentialglei- 
elmng in der limgebung einer reguliiren Sfelle x ■ ^ 0 ist dm Function, 
die sitii in dieser (Jmyclnauj srlhsl regular rcrhulb und [ivy* r/; = 0 
nehsl ihren n 1 ersten Ahldtmu/en u'iUkioiiche Werte anpunchmm 
fiih itf 1st. 

I Hose willkurlieh zu bestimmemlen n Werte nennt man aueb die 
Aufaugsirrrle dm Inityrals. Legl man thm Anlangswerten in 0) spe- 
zielle Werte bri 7 so erhiilt man aus dem allgemeinen ein partikulares 
Integral, llier gilt, der Satz: 

lli/def man aus dem allgemeinen laity ml tj (lurch n-mtduje ver - 
sehiedenv Wahl tier Anfangsiverte n pariikultire Integrate 


h > 


>k 


tin 


n S. Anluing, Zu Hup. IV, iSut/. a. 
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so bilden dicse dann imd mtr dann tin Fundamentalsgstem, mnu die Deter- 
minante dcr n 2 Anfangswerte von Nidi verschieden ist. Denn diene 
Determinante ist ja die Deter min ante der n Eunctionon y t % . . . y n 
ftir x — 0, deren nicht identisclies Verschwinden sieh mit der linoaren 
Unabliangigkeit von y l % . .. dcckt. 

Als wichtigstes Ergebnis dieses ArlikcLs wiederholen wir: 

JBei eincr regnldrcn Stella der J)i/ferenti<dgleiehung verhalten sieh 
die simtlichen Integrate regular . Das allgcmcine Integral kbnnen irir 
daselbst in Gestalt eincr gezvdJmlichen Dolcnzrdhe aufstdlen } deren n erste 
Goefficienten ivillkiirlicli blcibcn } wahreml alle folgcnden bcstinunlc tinea re 
'homogene Functionen von jenen sind. 

34. Die sogenamxten scheinbar singularon Pimkto. VVir be- 
merken an dieser Stello ; dass die Umkehrung des eration Teiles dea 
soeben ausgesprochenen Satzes niclit erlaubt ist: ea ist sohr wolil 
moglich, dass die samtlichen Integrate boi eincr K telle x «=« 0 sieh 
regular verhalten ; d. h. gewolmliehe Potenzreihen von x sind 7 ohne 
dass ^ = 0 eine regular© Stelle der Dillerantialgloichung ist. 

Sei mimlich 

xA\(x), x^l\(x) 7 ... } x^P H ^) 9 

wo cc t cc > 2 . . . cc tl positive gauze Zahlen oder Null and l\ 1 \>.. . P H ge~ 
wolmliche Potenzreihen von x mit von Null veraehiedeneni cons!union 
Grlied sind ; ein Em.idamentalsyste.rn von Integralen oilier linen ron homo- 
genen DifFerentialgleichung n U)V Ordnung 

y M +ihv {, ‘~ l) -I-1- pnU = o, 

so verhalten sieh alio Integrate der letzteren hoi x <» reguliir. Man 
darf dabei annehmon, dass die siimtliolien Zahlen «, . .. «„ vou ein- 

ander verschieden sind, weil man andernfalls seiche lineare lioinogenc 
Verbindungen der Functionen .e"",/'., an Hire Stolle selzen 

kann, bei denen jeno Fordcrung orffillt ist, und die immer nuch linear 
unabhangig sind 1 ). Dann ist die Determinante dieses Fundamental- 


systems 


x h IKj, , . . ., 


(3) I) i- 

x a '~ x I\ u 

r^ { P 

X i y, ; * • * 7 

! ? 


x x \ i n .... . 

/> 

h -1 2, H 1 t • • - ? 

,J<n '"'I 1 /> 1 

** J * n I 

wo die neueingeMirten P 

wiedcr gewblmlieho 

Potenzreihen sind. 

Also ist 





1) S. Anhang, Zu Kap. IV. Sate 4. 
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(4) 


~h * • * 4* a 

I) ■ X 


n (n — 1 ) 


.j, 


wo /i lur x = 0 wcder unmdlich ivird, nock verschwindeL Erstercs 
folgt daraus 7 class alio Elomente yoji J gewolmliclie Potenzreihen 
sind, Lotzteres daraus, dass fur x — 0 d in die Eorm 


O)... /'*((>). 


1 1 ... 1 

a x ... a n 

a t ( a i — 1 ) (<* 2 —!)••• ( a * — 1 ) 


zu setzen ist. Denn ./^ (0) 7 . . 1\(()) sind nacli Voraussctzung =f= 0 
uud ebenso die Detenuinaute reel its, da diese leiclit umzuformeii ist in 


1 t ... 1 


a { a : , . . . cc ti 

a : {' . . . a ,,' 1 

tx, n 1 1 . . , « >l 

i .< n 


' (« a - a,).. . (ff„ ■— «,) . .. («„ — rt„_i) ') 


and a,llet a von einander verscliieden sind. 

Naeh (ileichung (4) versckwindei also I.) iilr x «= 0 daim und 

nur dann 7 wenn a { + or. { - a n > n ^ n } d. h. wcnn minde- 

siens nine der Zahlen n\> . . . cc n > n • 1 ist. Da aber nacli 
Artikel L\S 


I) 



wo (’ ) D ? so ist .r 0 sint/uldre fttelle <lor Dilkmmiialgleiekung, 
solmld P ftlr j: 0 versehwimlef. Wenn dagegen l> fur a; = 0 nielli 

verseh winded so sind nacli den Formeln (4) Art. 2d alle (looHicienien 
der 1 btVorentiulgleichung fill* x ~~ 0 ondlieh, da ja die Deienuinanten 
/), P n nur positive Poienzen von entkalion, also fur x 0. 

nielli uuendlieh werden. j: 0 isi dann also rvyuldre Stello. 

Wir ha hen da,her das Rr.su It,at: 

I hum ) und nur dtmn } umn tin hvi x ~ 0 nyiddrvx Fundamental - 
system ( inrr I'nit’ann humuyt urn IdjjvrvnthtItjlcirhuuy u t,r Ordnmuj dvmrt 


l) Vergl. Hal t zoo*, Th. u. A aw. d. Pet. § 10. t. S. H5. 

*!i I }|*n tinsrli dan KinleituagHWort „daim u (diarakterinierien Toil den obigen 
HaUen verdunkl der Vrrf. eiaer privatea Mitteilung von llerru Koehler in 
Heidelberg. Vgl. aurii Fa br.y, Fur \m inirirruloH den equations dillercn- 
tietlrn rfe , Pai U , 
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beschaffen ist odor umgeformt iverdrn kann f dass dir eiuxehien Flemeule 
bem. m den JExponenten 

0 ; 1, - 1 

gelwren 9 ist x = 0 rcguUirc Sidle der Di/jemdialgleie/ueng. 

Wir wollen de six alb cine S telle, hoi weleher die Coefiieient en zwar 
zum Teil unendlich werden, die samtliehen Integrate aber sick irol// 
dem regular verhalten ; cine sdieinbar singuldre Sidle dvr Pi/jert ulial- 
gleichung nennen und im Gcgensatz dazu, wetm cm durauf uukomuti, 
die Uutersclieidung 7A\ betonen, von wirklich siugutdren Sfellen spreehen. 
Gleichzeitig lxaben wir nacli der obigen Ableitung das Re.sultat: 
Bei einer scheinbar singuldren Sidle rersehieimlet die Petenninanfe 
des Fundamcnialsystems. 

Umgekekrt kami man Hofori. die noUvendigen und hinreiehemlen 
Bedingungen dafilr angebon, dass eine singulare Sielle der Diileren 
tialgleiclmng cine sol die scheinbar singulare Hielle ini l J: 

1) die n Wnmdn der mi der belre/fenden Stelle gehbrhjen deter - 
minierendm (Heichung ndissen n von eimtnder rersehiedeue posi¬ 
tive game Zahcn sein , wonmle.r sieh <tueh die Null hefmden 
leann und v 0 n denen mindestens eine , » n l sein muss. 

2) Bei jedcr von diesen Wurmiv miisstn die I'xdingunyen des 
Ariikel (14) erfillll sein 7 dass 0U ihr eine lleihe tjehbrt. 

35. Dio linoaron Dillorontialglolcluingcm mil oonutautou Coofll- 
cienten. Yon dem Inhalt des Artikel 33 kbnnen wir Amvendung 
machen auf die wicktige Klesse der lineuren lumiogenen Uiilerentiub 
gleicbungen mit constanten Ooellicionten 
(6) P(j/) ~~ yW + a L y in - 1 ^ + o^y (am + * * • | a n ;t * » 0, 

wo a x a%..*a n Constanten Bind. KUr diene Gleichung i»t jrder end- 
liclxe Wert von x regular und seine Umgetmng die gauze :r-Kbene. 
Wir wollen daker iiir x ==•• 0 ein Kundanu*uialNyHt<*m von Iuf.egrulen 
.aufstellen. 

Um zuniiekst cin partikulnrew Integral zu erlmlien, wiihlen wir in 
dem allgemeinen Integral 

k r\ 

n ^ CkZ 1 

A* .0 

die n Anfangsworte bezw. 

rgggq "I V ,l*‘n 1 

__ X ) ' 7 f 


1 ) Vergl. lucks, Crellos Journ. OB. ( 1 B 0 H) ft. ,181 , w«» die Mcheitihur mngu* 
liiren Stellen „ansserwesentlick singular 4 * genannt warden. 



35.] Die Integrate bei e. regnl. Stelle u. d. lin. DilFgl. m. const. Coeff. (>?> 

wo r eine noch zu bestimmcndc Grosse ist, also 

Vo' h Vo r > Vo"^ r \ ■■■> Va (u ~ 15 r n ~ 1 • 

Damit nun auch die n i0 Ableitung von r\ fur x — 0 sich dieser Form 
anpasst, also gleicb der Potenz von r wird ; muss r der Gleichimg 
geniigen 

(7) <p(r) ~~ r n + a x r n — x + a 2 n “ 2 + ■ * • + a n — 0 ? 

und umgekelirt, wenn r eine Wurzel der Gleichung (7) ist, so ist 
^ 0 (") = r n und sogar ganz allgemein 

(8) 7j {) ^ ' r l a = n , u *f 1 ,. .. ). 

1st. namlich sclion bis zu irgend eiiiem Wert von X diese Behauptung 
erfill It — und sic ist (is ja bis X n •— so gilt sie aucli fur den 
midis t grbsseren Wert von X. Dies zu beweisen, dillerenziercn wir 
die Identitiit 

7 j(n) ^ q(»~ i) . ~|~ a u r\ . 0 

(X • - m)- mal nacb x 

+ a v «>.| .|- a nV a ’» (), 

woraus Iblgt 

(P) - | a x -| •••-!- |. 

Gilt nun (8) scli<*n bis X — 1, so iblgt aus (0) 

yU) .. r *' u ^j„ (l ^ r n il a n \ 

odor * 

. r*~“" n \(p(r) -.* r n | r A , 

da r ja eine Wurzel der Gleichung (7) ist. 

1 Hermit ist die Gllltigkeit der Gleichung (8) allgemein (largethan, 
und wir hahen das parti ku Hi re Integral 

V 1 H- b«-l'-a%- 8 "l- -I., 

wenn r eine Wurzel der Gleichung <p(r) -- 0 ist, die man wegen 
dinner Bedeutung die vhamktvristisvhe (Hnvlmag der l)i/f}mdi<tl</kichnv(/ 
(f>) nennl. Sie wird aus dm* Diilerentialgleiehnng gebildet, indem man 
einfueh jede Ableitung von // dureh die Potenz von r ersetzt, deren 
Exponent gleieh dm* Ordnung der Ableitung ist. 

1 He iur tj onnit.ielte Reihe s tel It nun bekanntlieh dici .Rrponentiul- 
function 

v 1 x 

dar. Wir kbnnen uns aber auch auf den Stamlpunkt stellen, (lass 
wir diese Function norh gar nielli kennen und die (lurch die Reihe 
delinierfe Inunction von rx nur mil dmn Zeiehm (f x belegen. Als- 
dann leliri uns die* Theorie der linearen 1 dtlenmtialgleiebungen die 
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wichtige Eigenschaft dieser Function, dass jeue Darstellung fiir die 
ganze #-Ebene gilt, weil ja die Umgebnng der Stelle x = 0 der 
Difterentialgleickung die gauze as-Ebene bedeckt. Wir erfahreu also 
lediglicli aus der Differentalgleicliung selbst, dass 

wie man aucb sagt, eine bestdndig convergent Potenzreihe ist. 

Hat nun die cliarakteristische Gleichuug (7) n verschiedene Wur- 
zeln r t r 2 .. .r n) so erbalten wir auf diese Art n partikulare Integrale 

r. x t\x r m x 

(10) e l , e % , 

deren lineare Unabhangigkeit im nacksten Artikel bewiesen wird. 

Hat dagegen die charakteristische Gleichung weniger als n ver- 
scbiedene Wurzeln, so erhalt man zunachst weniger als n partikulare 
Integrale. Ist aber dann z. B. r x eine y-fache Wurzel, so ist 

(11) 9>0i) == 0, <f'( r x) = 0,..., = 0 • 

Setzt man nun, um weitere Integrale zu frnden, unter Anwendung der 
im Artikel 30 yorgefiihrten Fuchs’schen Methode 

(12) y = zdx 1 

so erhalt man fiir z die Differentialgleichung (n — l) tor Ordnung 

(13) ^»-i)+ iB (»- a )[»y 1 + a l ] 

+ ^-*)[g)^ + ( n 7 1 )a l V 1 + aJ 

+ « ( ’ ,_<t) [(g) V + 2 *) «i r i + ( W X 2 ) ( h r \ + a :i] 

4 ". 

+ 0 [nr x n - 1 +• (n — l)a x r x w “- 2 4-(- 2 a n -^r x + a„_d = 0, 

welcbe wieder constante Coefficienten hat und zwar als Coefficient von 
z, z, ^~ 2) bezw. 

m '( r \ viM <p"'( r i) <p (kn ~\ i) 

™ ' l '> a ! 7 3 ! ’ * * * ; n — i ! 


Mit Riicksicht auf die Identitaten (11) lautet also (13) 

(18 a ) *«»-« + + ... + efr-t) = 0. 

Diese Gleichung wird aber erfiillt, wenn man 

0 = A 0 -f“ A x x -f- • • • -f- -4y_2^ y ~ 2 

setzt, wo A 0 , A tJ .. A y — 2 vollig willkiirliche Constanten sind. Also 
liefert (12) fiir Gleichung (6) das Integral 

y = e ^[B 0 + B ± x-\ -h By^xr- 1 ] 




35 , 30. | Dio Integrals bei e. regul. Stella u. d. lin. Dilfgl. m. const. CoeiF. Of) 


wo die Ji wiilldlrliebe Oonstanten sind, oder also die y Integral© 

( 14 ) c r ' jr , xf'*, . (?>•*. 

Auf Weise gelangt man bei einer y-faclicn Wnrzel der 

dumikteristisehen Gleiclmng zu y Integralen der Dillerentialgleichung 
((>), also im Ganzen stein zu n Integralen. 


30, Naohwois dor lmoaron UnabhUngigkoifc dor n aufgostollfcen 
Inbograio dor Difforontialgloichung mit constmiton Coofflcionton. Um 
zu beweisen, (lass die enniUellen n Integral© der Dillbrontialgleielmug 
((>) in jedem Fall© (‘in Fundamentalsystem bilden, branchen wir nach 
Artik(d llll nur zu zeigon, (lass die Determinant© der Anfangswerte 
von Null verscdnoden ini. Diese, Determinant© lauiet aber, worm wir 
gleieh den nllgomcineu Kali, duss mclirfache Wurzeln der diarakte- 


ristiHchen Gleiclmng vorhand 


n Hind, in’s Auge iassen, 


I> 


I 0 1 Sr, 

J 0 0 li 

1 r„ r.r 


»i" 1 

(n -- 1 )r» - 
(n — I 'l {n 2)>•,“' :! 

r., n 1 


Sio iat ho gebildet, dass eincr y-fueben Wurad y Zcilen entsprochen, 
doren crate die 0 Us , l*",— 3 ) u ' Potenz dieser Wurzel als Ele- 
mento enlhiilt, wiihrond jedo folgonde der y Zeilcn aua don Ablei- 
tungen der Elements der vorhergehenden nach der betrollenden Wurzel 
beatehl. Dan VerHchwimlon der Determinants I) hiitts nun zur Eolge 1 ), 
daHH die Elements jeder Zeile ein und derselben linearen liomogenen 
Relation gcnUgten, deron (Joeflicicntsn nicbt Hiimtlicb Null wiiren. Bc- 
zeichnet man diese Ooefficienton mit K u K t ... A».-i und aotzt 
K {) + 7t> H-h K n -!»■"- 1 g(r), 

ho zioht also dan Verachwinden von I ) dio identitiiton nach sieli 

{) > Z/'O’i) ' • //' 15 0 'i) - • 0 

//Ou) <1, <j'(r ■>) 0,... , 


d. lu die ganze Function hbchstens (n ~~~ l) t<>n Grades von r //(Y) 
milsste dureb jeden der Linearlaktoren der ganzen Function n Um Grades 
q )(>*) und zwar durcli jeden ebenso oft als jene teilbar sein, .Dieser 

1) S. Alibiing! 

II of'i'lur. I>if'f(:r(»nUaIwrUnohun«i*n. 


5 
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Widerspruch lost sick nur dadurch, dass alio A’,,, h\... A\, , uleu- 
tisch Null sein inussen odor 1) 4 * 0 ist. 

Hiermit ist erwieseu, dass die n Integrate dor < Jleiehung (TO, die 
wir im vorigen Artikel ermittoll luiben, ein Fundamentals)stem Ibidem 
Die in den beidcn letzten Artikelu entwiekelto Theorie der liuearen 
homogenen Dilterentialgleicluuig<ni mit eonslauten (’uefiieieul.eu I’ilhrl 
also zu folgendom Ergebnis: 

Wenn 

y(n) ^ a t y (n ~~‘ i} + • - * j tt,yj u 

cine lincaro homogene J)ijjcrenli(tlylu<‘huNy mil <•<ondaaitn < n</'iinn<t( n id } 
so bildeb man die zuyckoriye vhamkteristisvh * (llnrhuny 

<p(F): 1 + 1 .{-••••! a a 

Jeder y-faehcn Wuvsd dirsdben r x vnlspftrhm da y laity mb 
^■ r t a'v r ' x ,. . ., *r*' 

der Di/JbmUalyleicImny . Die n so mull'amalni Inttynde biftlm via 
Fundamcntalsystem, 

37. Beispielo. Zwei ganz einfaehe Beisjbeh* mb gen mudi der 
allgemeinen Untersucliung iblgen. 

1. Be ispie l: 

( 15 ) f+!l 0 

ist eine lineare homogene DiHeivulialgleiehung mil emmtanten (Wtti 
cienten. Die zugehorige eharakieristisehe Uleiehung laufel 

r 4- l r., . 0 

und hat die Wurzeln + h ~ h wenn / - - tf : . 1 . Wir iiubrn duller 

das Eundamentalsysttim 

Da aucli jede lincaro homogem* Verbusdung drr Klnnrnte drmsrlheii 
mit constanten (Joeflicienten ein Integral iM , ho mils,on rnirh 

cos x , sin a* 

2 1 21 

der Differentialglcicliuny (lf>) wovuii i.mn sirli in <i.-i Hut. 

leicht iiberzeugt. 

cos x und sin x sind aber winder ein Fundament aF vem * denu 
ihre Determinante ist 


cos ft. Hill x 
— sin x ? cos x 


cos V .sin if ./ 


I I I». 
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Will man umgekehrt die lineare lxomogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung bilden, von der cos x 7 sin x ein Fundamentalsystem sind ; 
so lautet dieselbe naeli Artikel 26. 


oder 

sodass man, 
erhai.lt. 


('.OS X , 


y > v 

sin x } — cos x 


Sll'l X 




COS X 


'J 


Sill X 


V + 

wie os der Fall sein miisste, wiederum Gleichung (15) 


liehpid: 

( 1 . 6 ) y'"~ 

Dio chanikteristisehe Gleiclumg ist 

r n — r* — r + t ; •, (r — l) a (r + 1) — 0 
mid hat die Wurzoln 

1 , 1 , . 1 . 

Ein Fundaiiientalsystem von Integralen der Gleichung (16) lautet also 
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Die Iutegralfunction im ganzeii Gdtid, <1 <t DillVmitiul^lHdiuii^. 

Grnppc <ler DiilVriiiitiaJg^uchuii^. 

38. Peststellmig der zu boliaudclndon Aufgabo. Im vorigen 
Kapitol haben wir das Verhaltcn dor Jntegrale einer iinoaron homogonon 
Differentialgleichung 

(1) P(%, y) : : y° l) + j) x if a " !) + ■ * • + p a y ~ <> 

in der Umgebung cincr regulareu S telle untersueht und iur oino solehe 
ein Fundamentalsystem von integrulen aufgestellt. Bovor wir uns 
aber nun zu den singularen Stolleu wenden, iritt, wie sehon in 
Artikel 32 bemerkt wurde ; nocli cine andcre Aui'gabo an uns horan, 
die in dem gcgenwartigen Kapitol ilire Erlodigung linden soli. 

Der Bereich, fur den bislier die Integrate deliniert .si ml, ist die 
Umgebung des jewe.ils in’s Auge gefassteu regularen Ibmkles, also hoi 
unsern Form ein die Umgebung des Punkios x — 0 odor das limoro 
eines Kreiscs, welcher im Allgemeinon mir einen f Feil dos Gobieles 
der Differentialgleichung ausinacht. Denn nidiL innnor wird wie in 
dem Beispiel der Dillbrentialgloiehungon mil. eons tauten (Inefficienten 
die Umgebung eines beliebigen Punktes bereits das gauze Uebiot dor 
Differentialgleichung bedecken. Wuhrend also auf der einen Soil,** das 
allgemeine Integral zunuchst nur 1‘iir oin beschranktes Gebiet deliniert 
ist, wissen wir anderersoifcs — weil wir bei jedem beliebigen amlorn 
regularen Punkt gcradeso wio bei x = 0 verfuhren kbnnen — , dass 
in dem ganzen regularen Teil des Gobiotos dor Dillerent ialgleiehung 
das allgemeine Integral wirklich existiert. Es driingl. sioh daher oino 
Frage auf, der wir eine doppelte Fassung geben kbnrnm. Wir wiin 
schen namlich zu wissen: 

1) Welcher Zusamnienhang bestaht zwischcn dem Fundumenialsgstem 
von regularen Intcgralen, welches filr die reguldre H telle x 0 und 
dem, welches fur eine beliebige andere regidurc Htelle x *== a aufgeslellt 
wird? 

2) Wie ermittelt man den Wert, den ein zunuchst nur fur die 
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Umgebung der regularen 8telle x — 0 definiertes Integral in einer belie- 
bigen andern reguldren Sidle x — a erhdlt? 

Es ist dies in cler That nur eine verschiedene Fassung derselben 
Frage; denn wir werden sehen, dass mit der cinen der beidcn Fragen 
zugieich auch die andere ihre Beantwortnng findeh Als Ausgangs- 
punkt der Untersuchung wahlen wir die zweite Form der Fragestellung. 


39. Analytische Fortsetzung der Integral©. Es sei 

k~=i co 

( 2 ) ^ = 

k^O 

ein i'iir die Umgebung der regnlaren Stelle x — 0 definiertes Integral 
mit den Anfangswerton 


Vo % • • ■ V»-i- 

Don Kreis, wolcher die Umgebung von x =* 0 darstellt, wollen wir 
mit K 0 , die Umgebung einer beliebigen andern regnlaren Stelle x- h 
mit K n die zugehorigen Radien mit ll ()7 It bezeiclmen. Nun fragen 
wir: w el ebon Wort nimmt das zuniichst. nur fiir K 0 definiorte Integral r\ 
n einem aussorhalb K {) gelegenen beliebigen. regnlaren Punkt x — a an? 

Zur Beantwortnng dieser Frage verbinden wir die beiden Punkte 
x = 0 mid x *= a dureh eine beliebige, sich selbst nielit sclmoidcnde 
Curve C von endlieher Lange, welche in ihrem ganzon Yerlauf einen 
endlichen (nieht miondlich Idein werdenden) Abstand von singuliiren 
Punkten bewahrt. Dass eine solehe Curve sich immer herstcllen lilsst, 
iolgt aus den Bemcvrkiuigen tlbor das Cebiet der Differentialgleichung 
(Art. 2). 8ie ware nieht. herstellbar, wenn das Gebiet d(T Diderential- 
gleielmng aus getrennten Teilen bestiinde und die Punkte 0 und a 
in zwei versehiedenen Tei- 


ien Ingen. 

Nun sei x t der ersto 
— falls es deren mehrere 
gie.ht — Sehnittpunkt von 
von A' 0 und (J in der JLtieh- 
lung von 0 naeh a, ein j 
Punkt auf 0 zwisehen 0 und I 
x i7 der der Bedingung ge- ^ 
niigt 

I x i x x I < ? 

wo Ji t nach der vorhin ein- 


geffthrten Bezeiehmmg der Radius der Umgebung K t des Punktes x t 
ist Diese Bestimmung eines Punktes x t ist wiederum stets luoglich; 
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derm der Radius dor Umgcbung nines jedon Puuldes auf 
Voraussetzung koine unendlieh k lei no (Jrbsse; also braurh! 
x t nur liinreicliend nahe an x { auf (■ herair/,unU*kon t nm di* 
Ungleiclnmg zu erfiilku. Dor Krebs h\ greit’t claim notw 
die Flaclie von JRT 0 liinaus. 

1st dann x% der ersfco Sehnittpunki dos (’urvensiiirk 
dem Kreis K u so kann man abornuils einen Punk! j\ auf 
x x und x^ annohmen, sedans 

I »&*' J a I ' ft a 

u. s. w. Man erliiilt auf dieso Art auf (' die* bulge vt 
deren jeder nodi innerluilb dm* I mgehmig dr; c 
den Punktes liegt, aber von jonom duivh uin Shirk dm* 
endlielier Litnge getreunt; isfc. Da, aber dir gauze Curve < 
liclie Lange liaben sollio, wird man iolglirh narii riurr m 
zalil von Wioderliolungen jonor Operation zu diton Ptmkf 
gelangen, derart, dans sowohl a wie das (’urvenshlek \<m ( ’ 
innerluilb dcs Krcises K m liegt. 

Jetzfc wandelu wir din Poienzreihe %\{x hi, welrlm mu 
von x fortselireitefc, in cine imoh Pntenzen von a* a, fur 
Rcihc um. Wir setzen zu dom /work 

•*: k’ i * j \ ? 

entwickcln die einzelnen Poteuzou von x In v j> l( t.r <M imelt 
misclien Satz iu Potonzen von x ,r,, urdnen dann alb* 
letzteren und erhalten so 

; , 

^ 0 (a‘[O) s 4* s iL r ^ ( * J ‘ a t r. 

k 0 

Die letztere Reihe eonvergiorfc sieher, mdunge x itmerlmlb 
um x± ills Mittelpunkf bleibl, der noeh gauz innerluilb A u 
walire Convorgonzkreis der neuen Reihe inf aber gru^ei 
folgendermassen ermitielh 

v 

isfc ein Integral der DiHerantialglekhung (It bid dvr rrgti 
x = x t ; denu isfc ja nur elne I• mformung der Htd 

und x x liegfc noeh ini (Jimvcmgenzgebiet von dD* Do 
^ dem allgemoinon, Kir die Umgebuug von j\ i 
cleu Integral von (1) bei geeignetor Wahl der An fangs wort 
sein und der Convorgenzkrcis von ^ (# j.rj) wit demjenij. 
dachten allgemeinen Integrals, d. h. mit A\ } iiliereiiiHtiriiin 

Wir liaben also das zunaelisfc nur ftlr dan Innern von 1 
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Integral r\ nun aucli fur definiert, d. h. fur das Innere eines 
Kreises, der liber die Flache von Z 0 hinausgreiffc. 

Genau so fahren wir nun fort, indem wir die Potenzreibe 
s ^i ( x I %) e i ne innerbalb Z 2 eonvergente Reihe 

%(xxf) 

umwandeln, welehe innerhalb die Function rj darstellt u. s. w. } bis 
wir zu der innerbalb K m giiltigen Darstellung von q 

n = ^ in (x\x r ^ 

gelangen, welehe die Bereehnung des Wertes von q fiir x = a gestattet. 
Denn der letztere Punkt liegt ja innerbalb K m . 

Das bier angewandte Yerfahren nennt man die amlyiische oder 
Ereis-Fortsetmng der Function r\ Icings der Curve G. Dasselbe fiilirt 
zu dem Resultat: 

Wenn man das mndchst nur fiir das Innere der Umgebung von 
x = 0 definierte Integral tj Vangs einer bestimmten Curve C nach einer 
beliebigen andern reguldren Sidle x = a kin fortsetzt, so erhalt man 
einen bestimmten Wert des Integrals rj fiir x — a. 

40 . Das monogene G-ebilde der Integralfunction. Mit dem vor- 
stehendeu Satze ist das Integral t] tbatsachlich fiir das gauze Gebiet 
der Differentialgleickung mit Ausnahme der singularen Stellen definiert. 
Denn aus der einen Potenzreibe (#]()) entspringen vermoge der 
Fortsetzung unzablig viele andere, welehe die Function n] in der Um¬ 
gebung eines jeden reguParen Wertes von x darstellen. Die Gesamt- 
heit dieser Darstellungsformen oder Potenzreihen, welehe alle aus 
einer einzigen von ibnen in der angegebenen Art abzuleiten sind, 
nennt man aber nach Wei erstrass das monogene Gebilde der Function 
q wahrend die einzelnen Potenzreihen, welehe die Function r\ in der 
Umgebung der einzelnen Werte von x darstellen, die Flemente dieser 
Function und, wenn es sich wie in unserm Fall urn regular© Stellen 
handelt, speziell die reguldren Elemente derselben heissen. 

Verstehen wir unter 

n = $o(«i0) 

nunmehr das allgemeine Integral der Differentialgleichung (1), bei wel- 
chem also die n ersten Coefficienten der Reihe (x | 0) noeh willkur- 
lieh sind, so fiilirt das auf dieses Integral angewandte Fortsetzungs- 
verfahren zu dem Begriff des monogenen Qebildes der allgemeinen 
Integralfunction. 

Wir sehen jetzt, dass wir nicht zu einem solchen monogenen Func- 
tionsgehilde gelangt waren, wenn wir zugelassen hatten, dass das 
Gebiet der Differentialgleichung aus mehrereu unter einander nicht 
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zusammenhangenden Bereiclieu G lf G it ... bestolion kami. Demi in 
diesem Pall hatte man ja die fur die Guigcbung cines Punktes in (/, 
z. B. definierten Integrale niclit naeli den Punkten dor andem Ucbio.to 
hin fortsetzen konnen. Man liiitte also in jrdvm der (u'biefce (‘in 
Functionselement anfstellen miissen, mu daraus filr dieses (Jebiet ein 
monogenes Pnnctionsgebilde abzuloiten. Man gelangte also dann zu 
dem gleichen Resultat, als wenn man die PiiVerenUalgleielumg (1) 
einmal unter dem Gcsiehtspunkt behandolt, die Cloeflieienien vvaren 
nur fur G 1} ein anderes Mai, sio wiiren nnr fiir (1 a u. s. w. deliniert. 
Hiermit ist die in Artikel 2 aufgestollto Beliauptung enviosen. 


41. Gebiet der Eindeutigkoit dor Iutogralfunotiou. Naelulem 
wir nunmehr den Begrilf der fur das gauze Cebiet der 1 KnVmilinl- 
gleichung — mit Ausmihmo der singularen Swollen * ■ deiinierlen Integral- 
function gewomien habcn, konnen wir die noch zu erledigenden Aui- 
gaben aucb die Uniersuehung der Integralfundion im gunmen (Ichirt der 
Differentialgleichung nennen. Bei einer solehen iunetionentheorelisehrn 
Untersuchung ist aber die erste Eruge die nae.h der Eindeutigkeit der 
Function. Wir wollen daher jetzt ermitteln, in wdehem Uehide sick 
die Integralfmiction eindeutig verhdlf. 

Das partikuliire Integral ry, welches dureh Cleiehung (*J) gegebeu 
war, erbielt naeli Artikel in einem beliebigen reguliireu Punkt 
x — a einen bestimmten Wert, wenn man aui* einem bestimmten 
Wegc C von 0 naeli a fortscliritt. Wir verbinden nun die beiden 
Punkte 0 mid a dureh eino zweito Curve welrhe i’olgeudeu 
Bedingungen geniigt: sic geht tier Reiho naeli duredi die Punkte 


X»j .(»j 


t r,n , von denen 






u;/ gleiehzeit.ig innerhalb A' 0 
und J< { , u:.j gleiehzeitig inner- 
luilb h\ und K> , u. s, w., 
emllich x,' n gleiehzeiiig inner¬ 
halb K m .. i und K m liegt, und 
(label verliiuft das Stilek der 
Curve (/ von a; 0 bis j\' gunz 
innerhalb K m das von j\' bis 
ganz innerhalb u. s. w., 
endlich das Stilck der Curve 
O' vou z,' n bis a ganz inner- 
halb K m . Beide Cur von be 
sitzen wahrend ihres Verlaufs einen Abstancl von einander der ~~ ab- 
gesehen von den Endpunkten — nirgends unendlich klein wird. 



nig. 2. 
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Benutzen wir nun die Curve C' gerade wie vorlier C 7 urn das In¬ 
tegral rj von x — 0 nach x — a fortzusetzen, so gelangen wir in 
x =» a zu dcmselben Wert wie vorher. Hiervon ilberzeugen wir Tins 
sehrittweise, indeni wir die Curve G in die einzelnen Stiicke 

0 Xf , Xj^ X<g , Xi.) X^ , . • • , Xj)l Ct , 

die Curve O' in die entsprcchenden Stiicke 

0%i f 0 [\xG, xjx^ 7 .. x,' n a 
zerlegen mid jcdesmal die Funkfc 

x t und x X7 x,> mid x $ 7 .. ., x m und x r ' u 


geradlinig mit einander verbinden. Berechnet man nun den Wert des 
(lurch seine Anfangswcrte i'ilr $ = 0 definierten Integrals tj fur x = x l7 
indeni man sich entweder denkt, (lass man direkt auf der Curve G 
clahin geht oder auf G' erst nach x x und claim geradlinig von x x 
nach x l7 so ist das Resultat dasselbe, weil man sich nur innerhalb 
des Kreises K () bewcgt hat, in welchcm man die Function 7j (lurch ein^ 
und dieselbe Potenzreihe ( S }J 0 (#|0)) darstellen kann. .Berechnet man 
dann den Wort der jetzt innerhalb K i clurch die Gleichuug 

V = s 4$tO'k) 


darstellbaren function iq in x% 7 inclem man entweder auf G direkt von 
x t nach x\j, itbergolit, oder von nach x x (wobei, jetzt in x x ' t; den- 
solben Wert erhillt, den es vorher in diesern Punkte hatte), von x x auf 
G' nach xJ 7 von geradlinig nach a\ i7 so ist das Resultat wiecler das 
gleiche, weil man beido Male innerhalb l\ i gcblieben, worm i] (lurch 
cine gewbhnlicho Potenzreihe darstellbar, also eindeutig ist. Fasst 
man nun die beiden, nacheinander ausgefiihrten Schritte zusannnen, 
so kann man den Weg x x x { und den entgegengesetzten x x x x einlach 
woglassen, weil man in x X7 wie oben schon bemerkt wurde, wieder 
zu demsclbon Wert von q zurlickkehrt, mit clem man das erste Mai 
ausging. lliernaeh fiiliren die beiclen Wege von 0 nach a\ 27 wenn 
man einmal direkt auf G geht, ein zwcites Mai erst auf G/ nach xj 
dann geradlinig von xG nach x^ 7 in x$ zu demselben Wert von q. 

(ienau so weiterschliessend erkennt man, class die Fortsetzung 
des Integrals tj von 0 nach a auf G und ()' zu demselben Wert filhrt. 

Nun kann man (f so behandoln wie vorher G } also auf G ' cine 
Reiho von Funkten anne.hmen und eine Curve O" so logon, dass sie 
successive in deren Umgebungen verhiuft, u. s. w. Man kann die 
Wegeurve zwisehen 0 und a in dieser Weise allmiihlig immer welter 
unci weiter variieren und schliesslich in eine beliebige anclere Lage 
ilberftlhren, falls nur zwisehen dieser und der ursprunglichen Lage der 
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Curve kemc siugulfircn Punkt-e eingescldosMen sind. Demi, wenn man 
sicli bei tier Verschiebung der Curve zwisdion 0 uml a a us dor Page 
C in die La gen (f } C",... einer singulams Sidle Hubert, so wenlrn 
in ihrer Niihe die Oonvergtmzkrciso der Punkie mil der Wegeurve 
immer ldeiner und Id einer, sddiesslielt uiiemllieh klein, sedans man 
zuletzt don fur die Curve geforderien JKigensehaflen uidd mrlir gentlgon 
kaim. Liegt dagogenzwisclien irgond /wad die PunkieU und a verJdmlen- 
den Cur veil 0 und C[ kein singularor Punkl, ho kaun man in der angege- 
benen Weise slots von der einon successive zti der arnlmi nbergehen. 
Zwei soldi e Wege fuliren also si els zu demselbeu Wert des Integrals. 

Wie man sieli, nun z. lb lud den Puneiionen | j und lug .r, 
wcldie lilclit in der ganzen a’-Ebeue ?! eindeufig sind, ein Peinet der 
Eindeutigkeit F/ dadurtdi Iicrsiellou kanu, dass man m’tum a Is lumber- 
sehreitbar geliendcn Vcrtireiguugssehitilf vnn 0 Ids inks Pnemiiirlie legi, 
ahnlich hi or. Das Cebiei; der I hllereni ialgleiehung be.slehl aiis der 
Gesamtheit der roguliiron mid ausscrwesenllieh singulareu Punkie dm* 
# Diflerentialgleidnmg und bildet oineu zusammonhengmuleii Pereieh (u 
Dieser entsteht aus der ganzen mumdlielum .r-Hbem\ indent mindlirho 
wesentlidi singulare Stellon aus derselben aungeselmiflen uenlen, set oh 
dass dies isoliorte runkte sind, odor (kiss sit' gauze Curvmi oder Fliiehen- 
stiicke anfttllon. Sticht man in gleieher Weise aus P auelt uoeli die 
samtlidien ausserwesentlieb siuguliinui Slellen tats (Hwa dureh unend- 
lidi kleine diese Pimktemungebendo Coniuren) und alb* unendiidi grosmm 
Werte von x (eiwa durdi einen Knds urn omen im Mmllielten gelege 
nen Mittelpunkt mil; beliobig grossom Kudins), mu lutim man dmt 
tibrig bleibenden Bereich, der nur von reguliiren Punk lets eriilllt inf, 
den reguliiren Toil des (l cl notes der 1 )iffemiti(dglti< h uwj urntnen, I >ie 
Begrenzung dieses zusammenlulngemlen Berdelm bedeld trneh Vor- 
stebendem aus einer Anzaltl geseldosstmer C’urvem \\ erdett diese ehva 
durdi 0 X (7 a .,, Cx bczeielmoi; und verbimlet. man <\ mil (W (mil 
(\ ]f u. s. w., nut (!/ clurdi einandcr und sieh nclbd nield sdmei- 

dende Sehnittlimen, sogemumto Vermrigunyssehnilfe, m erlmlt man ein 
ebencs zusainmenhilngendeH Oebiot (l , welches nur vuu einer oiuzigcti 
geschlossenen Curve begrenzt wird und in der Spruelm der Ana¬ 
lysis Situs ein einftich ZHsaniniculiiingemles (I chief heinst. Ileseltriin* 

ken wir die unabhangige Variubo x uuf ein seiches <h»biet (l\ so isl 
es oflenbar gar nicht mogltch, dass zwei Wege von j\ welehe diesel ben 
Pmikte rnit oinander verbinden, singulilre Punkie zwiselteii sielt ein- 
sebliessen. Je zwei soldie Wege inOnstm didnn* notwmidig zti dene, 
selben Endwert des Integrals fQhren, und wir kmtnmt nimmehr dim 
Kesultat des gegenwartigen Artikels folgendenuassen uuHHjireelum: 
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Die Integral fun e lion fj der Differentialgleu : hung (1) ist eindeutig in 
jedem cinfaeh siisamnienhunyenden, von singular cn Dmikten freien Gelid , 
das man a us dem Gelid dor Dif/ event i algle ich ? ing Iicrstellen Icann . 

42. Zwoigo dor Intogralfunction, Beschriinkt man die unab- 
hangige Variable x aid* ein seiches Gebiet G\ so crliiilt man durcli 
Fortsetzung des Integrals 

V = ^..(*1°) 

liber dieses gauze Uebict einen eindeuligen Ziveig der Integral function, 
(1. li. womi in der Fotenzreilie ^ 0 (#|0) die willkiirliehen Constanten 
eimnal in irgend einer Weise festgelcgt sind, liefert die gcdaclite Fort- 
setzung der Function in jedem beliebigen Punktc von G' einen und 
nur einen bestimmten Wert derselben. Ueberschreitet man dagegen bei 
dor Fortsetzung von einen oder mehrere der Verzweigungssclinittc und 
sieht dieso Linien darauf wieder als nnilberschreitbar an, so hat man 
abennals einen in (V eindeutigen Zweig der Tiitcgralfunction, der aber 
im AUgemeinen von dem zuerst botracldeten verseliieden ist, d. h. in jedem 
Funkte von (V einen an clem Wert anninnnt als jener. Der erste Zweig 
ging also beam llebersehrcn’ten jener Linie in den zweiten fiber, und (labor 
reehifertigt sich der Name Vcr::wviymiysschnitt fur die gedaeliten Linien. 

hn Allgemeinen kommt man so zu immer neuen, also zu unend- 
liedi vielen Zweigen der Integral function. 

Das Beispiel der <) auss’sehen Diirerentialgleiehuug 

(•*>) o:{x - - 0//"— |j' — {a + /S + l>’|j/' + a ftp = 0 

mbge diese. Begriffe nocb niilier veranscbaulicben. Das Gebiet dieser 
Ditlerenlialgleichung ist (Via gosamte .r-Ebene; die einzigen singuliiren 
Funkte im Emliichen situl x ->0 and —1 . Benutzt man, also z. 11 den 
positiven Teil der rei k llen Axe in der x’-Ebene als Verzweigmigsschmtt, 
ho entstelit nacb dieser Festsetzung eiu einfacb zusammenluingendes 
Gebiet G\ Welches nur regularo Werte onthu.lt, d. b. ein Gebiet, in 
welohem man niebt zwei Funkte durcb zwei solcbo Ourven mit ein- 
andc k r verbinden kann, dass zwiseben beide.n ein singularer Punkt liegl. 

Detiniert man nun ein Integral )\ der Diilerentialgleichung (;$) 
(lurch eiue gewblmlie.he Potenzreihe von x — a‘ 0 in der Umgebung 
der beliobigen, nielit gorade auf d< k m Verzweigungsscbnitt liegenden 
reguliiren Stelle ;r u , mit den Anfangswerten , %, so erliiilt dieses 
Integral bei Fortsetzung fiber das gauze Gebiet G f , wenn man nur 
den Verzweigungsscbnitt als unilbersehreitbar gelten liisst, in jedem 
Punkto einen ganz bestimmten Wert, auf welebem Wege man aueh 
dahin gelangt. Jnsbesondere kebrt man daber in x {) immer wieder zu 
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clem Werte i] 0 cles Integrals zuriick. Man hat so einen imierhalb G' 
eindeutigen Zweig des Integrals y. Ueberschreitet man dagegen nun 
den Verzweigungssehnitt einmal, um ihn darauf wieder zu respectieren, 
so wird man im Allgemeinen zu andern Werten als vorher in den 
einzelnen Punkten gelangen. Betracktet man namlich zwei Wege von 
x 0 naeh einer andern regularen Stelle a innerhalb G', deren einer 
innerhalb G' verlauft, wahrend cler zweite den Yerzweigungssehnitt 
tiberschreitet, so liegt ja zwischen beiden Wegen minaestens einer der 
beiden singularen Punkte 0, 1. Man erhalt also naeh der Ueber- 
schreitung im Allgemeinen einen neuen eindeutigen Zweig u. s. w. 

43. Zusammenhang zwischen zwei unabh&ngig von einander 
definierten Fundamentalsystemen. Wir wollen noch zeigen, dass 
clnrck die in diesem Kapitel dargestellte analytische Fortsetzung der 
Integrale gleichzeitig die unter 1) im Artikel 38 gestellte Frage ihre 
Beantwortung findet, d. h. die Frage: welcher Zusammenhang besteht 
zwischen den ganz unabhangig von einander definierten Fundamental- 
systemen in der Umgebung zweier regularen Stellen x — 0 unci 
x = a? 

Bezeichnet man diese beiden zunachst durch Functionselemente in 
den Umgebungen 2T 0 und K a definierten Fundamentalsysteme von 
Integralen bezw. mit 

(4) ? /oi? 2/02 , • • • ? i/on 3 

(P) t/al 3 Va 2 • « • • 3 Van 3 

so bestehen naeh dem Begriff eines Fundamentalsystems die Relationen 

[yoi = An2/« 1 ”f" • • * + Ai n y a % 

( 6 ) . 

{yon — -Aaiyal + • ‘ • + , 

wo die von x unabhangige G-rossen sind, um deren Berechnung es 
sich handelt. Da aber die Functionsausdriicke auf der linken Seite 
der Gleichungen (6) nur im Innern von IT 0 , die auf der rechten Seite 
nur im Innern von K a Geltung haben und diese beiden Umgebungen 
im Allgemeinen von einander ganz getrennte Flachenstilcke sind, so 
kann die Berechnung der gar nicht anders vollzogen werden als 
dadurch, dass man die Functionen $/ 0 i 2/02 •• • 2/o» zuerst langs einer 
Curve C mit Hiilfe von Zwischenwerten x x x 2 ... x m bis in das Innere 
von K a hinein fortsetzt, um sie dann durch y a i . . . y an auszudrucken. 
Man kommt also bei der gegenwartigen Fassung des Problems not- 
wendig auf die Methode der successiven Fortsetzung zuriick und 
erkennt so, dass die Werte der Coefficienten Aa und damit die 
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Relational (6) selbst in dcmseibeu Sinne wie vorber der Endwert 
des von x = 0 naeb x = a fortgesetzten Integrals rj von der zu diesern 
Uebcrgang benutzten Folge von Zwiscbenwerten abbangig sind. 

Uiu nun zu cinem expliciten Ausdruck fur die Ooefficienten Aa 
zu gclangen, driicken wir bei jedem Scliritt der Fortsetzung das fort- 
gesetzte Functionensysteru y<n ■ ■ ■ yn„ durclx ein in der Umgebung 
dor betrell'enden Stelle, bei der wir uns gerade bebnden, gultiges Fun- 
dauientalsystem aus. Zu dem Ende bezeicbnen wir ein in der Utn- 
gebung von x< (*~ i, a,.. .,m) gultiges Fundaiucntalsystem mit 


yi i ? yi% i * • • j t/in ^ ^ vt ) 

und denken uns die Anlangsworto jedes diescr wie des Fnndamental- 
systems (5) dnreh die Tabelle 




.1. 0 0 ... 0 

0 1 0 . . . 0 
0 0 .1 ... 0 


to 0 0 ... 1 


beslinunl, wo jede Oolonne si eh auf ein bestimuvtos der Intograle, jedo 
Zeile auf die Ableitungeii von bestimniler Ordnung bczieht. Ferner 
seieu die Werte von y ik und seiner n — 1 ersten Ableitungcn in dem 
Punkte (a-vi-i . «) 


(«) 


*.co 


*U'l> 




Dio Wcrte des Fiuuliuucntalsystems ?//i j /»2 • * . ?/*» und der n - l 
ersten Ableitungen seiner Klemente in X;-\~ 1 bildeu dal 1 or das quadra- 
tisclie System von Grbssen 


(/) 
Hk /. 


d 


o, l, . . u • 1 / ? 

Welches wir kurz durch jS reprilsentieren w oil on, with rend 

tfl |i$| .,) 


00 


die Determinanto dieses quadratischen Systems bedeute, die also als 
Determinanto eines Fundamentalsystems ftlr einen regulSren .Wert 
• (-' 0 ist. 

Dm nun die (JoeHicienten der Relation 


(10) y ik — a k ij. i, i + • # * + i, n 

zu ermitteln, bra,uelien wir nur zu (10) noch die durch cin- ; zwei-... 
(ft-- l)-mulige Diilerentiation nach x daraus entstehenden Gleiclmngen 
hinzuzufQgen und jedesmal x—X(.\ A zu setzen; dann folgt nach (7) und (8) 
(0 m 

Ukk Hk,l- -\ 


CM • i,. 





78 Kapitel VI. [43. 

Das Fundamentalsjstem y tl . .. wird also inittelst des Coeffieienten- 
systems Si durch y.+i,! ... ausgedriickt. 

Driickt man aber erst y n . .. y in mittelst 5* durch i... « 

aus, dann mittelst S i+1 durch y t + 2 j i.. . y/ 4 - 2 , w, so 

entsteht das Coefficientensystem, welches direkt yn . . . y in durch 
yi+ 2,1 . .. yi+ 2 ,n ausdriiekt, durch Composition aus Si und Si+i , d. h. 
ein beliebiger Coefficient dieses gedachten Systems ist die Sainme der 
Produkte der Elemente einer Zeile von Si in die einer Colonne von 
/S/+ 1 . Dieses aus Si und $ 4.1 componierte System bezeichnen wir 
durch 

Si Si 41 • 

Mit Hiilfe dieser Bezeiehnung konnen wir jetzt den expliciten Wert 
der Coefficienten A iJc in ( 6 ) angeben; denn da man zuerst y 0 i . . . yo n 

mittelst S 0 durch y n . .. y ln , dann yn ... y ln mittelst S t durch 

yzi .. • y- 2 n u. s. w., end lick y ml .. . y mn mittelst S m durch y ul . . . y u/l 
ausdriiekt, so hat man y Qi ... y 0n mittelst 

durch y a 1 ... y an ausgedriickt; d. li. die Coefficienten der Relational 
( 6 ) werden gegeben durch die Identitat der Systeme 

(11) (A ik ) = S 0 S l ...S m . 

Wir liaben daher das Resultat: 

SeM man das fiir die Umgebung von x = 0 definierte Fundamental- 
system y 0 i, 2/02 7 • • *; yon fiber die Zwischemverte x l3 x 2 ... x m lns in’s 
Innere der Umgebung eines andern regularen Funlctes x — a fort, so 
tvird das Coefficientensystem (Aif) in den Belationen 

Jc=n 

( 12 ) poi = A 11 . y at a — 1 , 2 , 

i=l 

(lurch Composition der Systeme S 0) S u ..S m erzeugt, wenn Si (i=o,i,...,»o 
das Coefficientensystem i bedeutet, mittelst dessen das in der Umgebung von 
Xi gultige Fundamentdlsystem durch das in der Umgebung von Xi+i 
giiltige ausgedriickt wird. 

Aus vorstehendem Satz ziehen wir noch eine nalie liegende und 
wicktige Folgerung. 

Die Ausdriieke auf der recbten Seite der Orleiehungen ( 12 ) geben 
das Resultat der Fortsetzung der n Elemente des Fundamentalsystems 
«/oi ... 2 /o» Bach der Umgebung von a. Diese n Integrale bilden 
wieder ein Fundamentalsystem. Bildet man namlich die Determinante 
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dieser n integrale, m wire! diese 1 ) gleieh dem Produkt dor Deter- 
minante der Coefiieienten Ark in die Determiuante der n linear unab- 
bangigen functionen y a i . . . y tni , welclie letztere . | . 0 ist. Da aber 

| A;k j ..| AS', | " | | ' ' ' * | | 0 

und | ti () | ? | | | winder die Determinanton von Fundamental- 

systemon fiir reguliire Werte wind, so sind aueh sie, und folglicli ihr 
Produkt | yl//. |=|^0. Dies Ergebnis spreelien wir folgendermassen aus: 

Wenn die n Flcntenle cine* Fnndtmenlalsy stems von Integralen 
(jleichseiHy anf beliebiyem Wege forlgcsebl tverden, so bilden die resuU 
tierenden n Functional slots wieder cin Fmdamentalsystem von bdegmlen. 


44. Fxmdamontalsubstitutionon und Gruppe der Differential- 
gleichung. JMach dem Inbalt von Artikel 41 und 42 ist fur das 
Htudium der Integrale von besonderer Wicbtigkeit das Verbal ton eines 
Fundamentalsystems bei Aiisluhrung eines gescblossenen, d. li. zum 
Ausgangspunkt zuruckkelircnden Wages von x oder — wie wir kurz 
sagen wollen — eines Undent fs, weil die dabei erzielten A en derun gen 
die Verzweigung der Integrale lie fern. 

Much! nun, wenn wir niit x — O wieder einen regularen Punkt und 
mit y i} ;// a? . . y a eiu zu diesem Punkt gelidriges Fuudamentalsystem 
bezeielmen, x eilion beliebigen Umlaut von x — 0 aus, so erbiilt man 
naeli der .Ruckkehr zum Ausgangspunkt n Integrale y u y, A) .. y n) 
welclie naeli dem vorigen Artikel wieder ein Fundamentalsystem bilden 
und mit dem urspriuiglieben dureli ein System von (Jleichungen 


(U») 


//! - W It 111 -!*••• + «|„ Un 


\y u — a n ijfi + •••"!■ a any a 

verkniipft sind. An Siello dor integrale y L . . . y H treten also inlblge 
ties Umiauls diese linearen homogenen Functionen derselben*, man 
sagt: das Fundamenlalsystem y x ... y n erleidd bei dem Umlauf die 
linearc Substitution 


(M) 


■ («,/.) ■ 


1st nun der Umlauf derail., duss im limern der von x besebriebeuen 
gesclilossenen Curve keiu singularer Punkt liegt, so ist nae.li Artikel 41 
jedes Integral zu seinem Ausgangswc‘rt zuriickgekelirt, und die Sub¬ 
stitution S ist in diesem Fall die sogemumte idenlischc Substitution 


1) Vergl. Baltzer, 'I'll. u. Anw. d. 1 K*i. 5. Aull. § (>. (1. u. 0.) 
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0 

0 . 

. 0\ 

0 1 

0 . 

. 0 

0 o 

1 . 

. o 

0 0 

0 . 

. I 


die gar koine Aendermig hcrvorbringt. In andern Pillion wird man 
dagegen eiiie von der identisehen versehiedene Suhst.itulion erhall.cn. 

Abermals rait Hiilfe des Umstandes, daxs inteli Artikel *11 zwei 
versehiedene Wege zwischon denselben Punkien dann zu deinsdbm 
Endwert des Integrals filhren, wenn zwisrhen ihnen kem singnlarrr 
Punkt liegt, kann jod<^r beliobige DnilauC dureh nine Anzald von be- 
sonders gestalteten Wegen, die wir '.Fundamentitlsehteifen nenuen wolleu, 
ersetzt werden. Unter einer zu einem beslhnmlen .singulilren Punkf 
x — a geliorigen Fundamentalsohleiln wollen wir nilmlieh (*inen Weg 
verstehen, der von der beliebigen regularen Stella ,r 0 , ohm* si<0 1 
selbst zu sclmeiden odor tlurcli emeu singulilren VVeri hindurehzugehen, 
bis in die Umgebung von a hinein, dann im Krais uni a liennu und 
auf demselben Weg wie vorher nacli 0 zurilekfrdirt. 

Da nun diese lOindanumtalschleifeu selbst wieder Umliiufe sind, 
entspreclien ihnen bestimmte Hubstitutionen, welehe ein dureh seine 
Anfaugswerte fur x «= 0 irgendvvio bestimmloH Kundumentulsystem 
y x y 2 • • * y n von Integralen beim Dimdilaufen dm* Kundamenlalsehhdlen 
erleidet. Die Substitution, welcho jenes lOmdamenlulsyHtem bet dam 
Durcblaufen einer bestiunnten Pumlamentalsehleife in einer behtimmien 
der bciden mbglicben Itiehiungen erleidet, nennt man die r :n der he- 
treffenden singularen Sidle (jehoriyc Fmdanienlalsubslilution den Kunda- 
mentalsystems y i y i ...y n . Nacb deni Vorstehenden liLsni sicli also 
jedc Substitution, die y { y n hei injend einem Umlauf vtm a;- o 
aus erleidetj ms den Fundcmendetlsabstilulioiien zusammenseteeu, wenn 
diesel ben in gceigneter Reihenlblge und jede die geeiguete Anzahl 
Male nach einander angowundt werden. 

Kennen wir aber die samtliehen Substitulionen S, die das Kun- 
damentalsystem y x y % *..y n bei alien mogliehen Umlilulen von m «* 0 
aus erleidet, so gilt das Gleiebe fttr ein in tier Umgebung der ganz 
beliebigen regularen Stelle irgendwio bestimmtcB Fumlaimsntal- 

systeru u x u 2 .. . u n unci fur alia mbglicben Umliiufe von x « ^ aus. 
Jeder Umlauf von x 0 aus kann namlich ersetzt werden dureh einen 
beliebigen, aber ein ftlr alle Mai fasten Weg von x 0 nach 0 , dureh 
einen Umlauf von 0 aus und dureh denselben Weg wie vorher von 0 
nach Xq zuriick, 1st nun etwa T die Substitution, inittelat deren sick 
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die %... u n (lurch y x ... y n ausdrficken, wenn man auf dem gedachteix 
Wog von oc 0 nacli 0 geht, T~~ l die inverse Substitution; so sind 
also in 

T8T~ l 

►samtliehe Substitutionen enthalten, die das Fundamental system u x u t .,.u n 
bei alien Umlaufeu von x=*txt 0 aus erleidet, wenn man fur 8 samtliehe 
Substitutionen einseizt, die das Fundamental system y t . .. y n bei alien 
Umliiulen von # 0 aus erlcidet. Wir dttrfcn uns daher auf die 

B e track tung der Substitutionen S bcschranken. 

Dio Cesamibeit dieser Substitutionen 8 geniesst nun eine bemer- 
kenswerte Eigontftmlichkoit, die man als Gruppeneic/enschaft bezeich- 
nei. Man stellt namlich ganz allgemem die folgende Definition auf 1 ): 

System (3 von Eleinenten irgend welcher Art A x , A%, 
heisst eine Gruppe, wenn es den folgenden Bedingimgen gentigt: 

1) Durch irgend cine Vorschrift, welehe als Composition oder 
Multiplication bezeiclmct wird, leitet man in emdeutiger Weise aus 
zwcii Elementon ciu neues Element dcssdhcn Systems her, in Zeicken: 

jliAk . A/ t 

2) Ms ist stills 

(A i A k ) A h A i (A /, /1 //) A i A k A h 

b) Aus A A/ A Ak uud aus J//1 A/.si folgt A f A k u . 

Aus dor Art; wie man zwei nacli einander anzuwendende Sub- 
stituiioneu coniponirt ; folgt, (lass (lit; Cesamtheit der Substitutionen 
8 don dnu Bedingungon der vurstckoiulen Definition geniigt. Wir 
nennen doslialb die Cesamtkeit der Substitutionen 8 die Gruppe der 
Di/Jemilialffleiclnnu/. 

Obwohl man mm jedo Substitution beliebig oft vviederbolen kann, 
ist os doch mbglick, dans man im (Janzon nur eine emllieke Anzitfil 
versehiedeuer Substitutionen erkiilt. Hilt to man z. B. nur einen ein- 
zigen mngulurai Funkt, also nur eine einzige Fundamentaksubstitution 
8, so kann man zwar (lurch, deren bestandige Wiedcrbolung formal 
tmendlich vide Substitutionen 

8 , 88 , 888 ,... 

oder, wie man dafiir symbolisch auch sebroil)t, 

8 , 8 *, 8 [ \ ... 

bildem Wenn aber tiberdies nock cine gewisse Anzakl Wiederkolungeu 
vou 8, z. B. 8 m , die identiseke Substitution ergilbe, so luitte man 

i) Vergl. Weber, lOlliptincbc Functionon uud ulgobraisehe Z ah Ion, Braun¬ 
schweig 1891 , S. 178 . 

II offtnr, l)iiforontiulgloiohuiiK<m. 


6 
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doch nur eine endliche Anzahl, inimlidi m — 1 versehiedene Kubsti- 
tutionen. In diesem Fall spreclien wir von einer endlichen , im ent- 
gegengesetzten von einer unendlichen Gruppe Her .Dif/cmdialglcielmng. 

Den Inhalt dieses Artikels fassen wir daliin zusammen: 

Jechm singularen PunU cntsjmcht eine l<\md(tmcidalsnbdilulion. 
Die Gesamtheit der Fmdamentalsubslilulionen mid der aus ihnen dnreh 
Zusammensetmng abmleitenden Hubslitutiomm bildel die Gruppe dvr J)i/J'e~ 
rentialgleichung. Diese harm endlich odcr unmdlich seiu. 


45. Beispiele. Zwei Beispiele mbgen den Beg rid dor endlichen 
und unendlichen Gruppe nock veransdiaulichen, wahrond wir .splif-or 
eine gauze Ivlnsse von Differcnitialgleichangen bervorheben werden, 
bei denen die Gruppe endlich ist. (Art. 110.) 

1. Ifeispiel: Die Funetionen von x 

Vi v — «, y<y- -Vx — a, 


wo a ein beliebiger, von Null verscbiedoner constnnfcer Wort, ist., siml 
linear unabhiingig und k'bnncn daber uls Fundament,alsyslem einer 
lincaren homogenen Differcntialgleichung zweiler Ordnung gewiildt, 
werden, welclie dairn lautet 


(15) 


y y y" 


x — a, 1 ; 


]/x — a 9 


\Vx - a ’ 


0 

I 


4 (()' A 


0 


oder 


( 15 a ) 


(x — a)*y"— ! (« — «):(/'+ t y - 0. 


Bei der regularen Stelio x = 0 liaben wir daw Fundament,alsyslem 
Vi : - .x — a, y., ,/x a, 

wo die Quadratwurzel mit ciuem boliebigon abor bestiininien der beiilcn 
Vorzeieben genommen ist (und natiirlieh aueh, wie es die allgemeine 
Tbeorie voraussetzt, in der Umgebung von ,r = (> in cine gewblmlielie 
Potenzreihc von x entwickelt werden lcanii). x ■ a ist. nun in der 
gauzen Bbene eindeutig, '/x — a mnltijdieiert, nieh mil - • 1 beim 
Durchlaufen der zu x = a gebbrigon Fundamentalsclileitb und ist, ein 
deutig in jcdora oinfach zusammenliiingenden Uobiot, das x — a nielii, 
euthiilt. Folglieli f'ulirt ein ganz belicbigor Umlaut' von x - 0 a us 
die Integrale y t , y 2 entweder in sick selbst Uber, oiler in 


(16) 


"tii ■■ yi 
.2/»== — y t . 
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Abgeseken von der idcntischen Substitution, erhalten wir also nur die 
cine einzige 


(17) 



Die Gruppe der Diflh'cntialyleichtmg (15) isi dahcr cine endliche. 

2. Tkinpid: Die Funetionen 

Vi ; x — a, y 3 :::. (x — a) log (x — a), 

wo a oin beliebiger constanter, von Null versclyedener Wert ist und 
von der uncndlich vieldeutigen Function log (x — a) etwa durch bo- 
stimmte Wald ihros Wertes fur x = 0 ein bcstimmter Zweig fixiert 
sei, sind winder linear iniabbangig, wie man direkt leiclit zeigen odcr 
aus cinem der Si'itzo im Aidumg, Zu Kap. IV, (Satz 5), ablesen kann. 

ist in dor ganzen Kbene ehuleutig 7 y% in jedem einfacli zusammen- 
liiitigcnden Gebiet, welclies den Bunkt x — a niclit enthali Beini ein- 
maligen Undiuif uni x — a in dem als positiv fcstgcsetztcn Sinn 
vormelirt sick, log (x — a) um 2und vermindert sick bei dem 
enlgegengosotzten Umlauf um dieselbe (J rosso. Bei cinem beliebigen 
Umlaut’ von x — 0 aus gel it also log (x — a) liber in 


log (a? — a) + jtniTti, 

d 

wo m jedeu positivon und nogativen ganzzahligen Wert odor den Wert 
Null annehmen kann. Bei cinem solchen beliebigen Umlauf gelicn 
hIso y v % in 


(18) 


Hi Vx 

// 2 2 m % iy { 4 - ?/ 2 


ilber, il. h 
(lil) 


sie erleideu l>oi alien muglidien Ihnliiufen die Rnbstitiouen 


H 


1 0\ 
.'■Jnnci 1 / 


{m 0, II, I■ ii, . . .) - 


y i7 y/ a sind mm ein Fundamontalsysteni von Integralen fur die Dilfe- 
rentialgleiehung 

! y if ' V " 

x " (t 1 0 __ ^ | 

0 - a) log (a; — a) , 1 -\ ■ 1<>K (a: • a), x 

oder 

( 20 ) y" (x ■ - af - ■ y\x ■ a) + y — 0 , 

derm Gmppe von den siimtliehen Substitutionen 8 (19) gebildet 
winl ? also unvndUeh isl. 




Kapitol VII. 

Aualytisclie Oestalt der Integrals \m einer sliigiilamt Klelfe der 

Bestlmmilieii *). 

46. Anwendung dor I'acks’wchoii Mothodo. Naeh der ini 
Artikel 32 gegebenen Uebersidd, huben wir jrt/.t die Aufgabe, die 
Integral© in der Umgebung einer btiivbhjen Hit He tltr Ibstimmllwil zu 
untersuclien. Zunachst niimlieli bedizen vvir bei einer solrheii ein 
. Fundamcntalsy stem nur dunn, vveim sie (‘inn reguliire Sieile iat., odor 
allgemeiner, worm die determinierende Gleieliung n von einander ver- 
sckiedene Wurzeln besitzt, deren jeder eine Reihe ontspriehi. Dans n 
soldie reihenformige Infeegrale linear imabhiingig dml, I’olgt, ana den 
oim Anliang zusanimexigestelllen HiLizen fiber linear uuabhiingige Fune- 
tionen (s. Anliang, Zu Kap. J V, Sai,z 2 und 3). 

Yon dies on speziellen Fallen abgenehen, bedizen wir also in der 
Umgebung einer Stelle der Bed.immflieit erst weniger abs >i Inlegrule, 
und es fragi sieli dalier: wie gelungen wir in diesem Fall zu eineni 
Fundamentalsystem und weldies iafc die allgemeine uuulyfiaehe Genlalt 
seiner Elemento? 

Wenn # = 0 cine Stelle der BeHtimmt heit iat, ho kami unaere 
Differentialgleidiung in die Gestalt 

(1) P(a5 ; j/) l U)if ln ^ l} | 0 

gesetzt warden, wo $P U )ji 2 , . .., i|i /4 gewblinliehe Rofenzreihen Hind, 
die siimtlich in der Umgebung U von x «* 0 eunvergieren. Die zu- 
gehorige determinierende Function lautefc, weim wir die linbekannte 
jetzt r nennen, nadi Art. (7) Forme! (9) 

(2) F(r): (*■--,* + 1) 

+ %l i (p)r( % r - 1) . . f/• — // 2H •••! s |< #l |0). 

Die n Wurzeln der determinierenden Gleielnmg 
— r 2 * * * r n 

1) Der Ilauptinlialt * dieses Kapitele etammt von FucIih, Crollu* Journ. 

Bd, 60 (1866). Nr. 6 u. 6. 
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seien in die einzelnen Gruppen gesondert und etwa 

*1 . .. n 

die samtlichen Wnrzeln einer Gruppe, die wir auch kurz durch g be- 
zciclmen wollen. Diese Zalilen unterscheiden sicli also nur am gauze 
Zahlen oder Null von einander und sollen in clieser Reihenfolge so 
geordnet sein, dass die reellen Teile beim Fortschreiten von r x zu r% 
niemals wachsen 1 ). 

Naeli Artikel 11 giebt es dann ein Integral 

(:•}) ?/, x'\ cp^x), 

welches zu der Wurzel r x mit deni grossten reellen Teil gelxort, und 
worin (p x (%) eine in der ganzen Umgebung U convergente gewohnliclie 
Potenzroihe mit von Null verschiedenem constanten Glied ist. Ob 
etwa noch zu andern Wnrzeln der Gruppo g Integrale in Reihenform 
gehoren, las sen wir vorlaufig ganz dahingestellt. Haben wir aber ein 
Integral und wollen weitere von jenem und untereinander linear un- 
abhangige Integrale findon, so bietet sicli als Mittol liierzu die im 
Artikel BO besprochene Fuchs'sche Meihode dar. 

Wir setzen daher in (1) 

( 4 ) fsdx 

und erlialten dadurch (s. Art. 20) 

( r> ) ¥ (a:, 'lh fe dr) Q (x, s), 

wenu 

(()) (j(x, s) : ~ X n £ (a ~ l h/ 1 

+ y^ t ] 

+ [Q u?y 1 "+ (" "' r ) *?/,'$, + ?/, 

+. 

+ X8\n$ n ’~ x */, (w . ~ {) + (w ~ 1),^* .+ • • * + Hi I.|. 

Fur die Dillbrentialgleichung (u - l) t,,r Ordnung in s 

CO Q&,s)~() 

ist; aber x *= 0 wieder Stelle der Bestimmtheit und ihre Umgebung 
wiederum II. Dividiert man niimlich die gauze Gleiclmng durch xy i 

1) In Kap. II warden Wurzeln dor dotonmnierenden Gleiclmng, die einer 
Gruppo angehftren, mit .. /x, v bezcidmot.. Dm* Wechsel in der Bczeieh- 

nung gosohiolit nicht willktirlich: jono Zeichon waron dort bequemer, die neuen 
Bind bier uborHichtlicher. 
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— und zwar durcli x ausserhalb, durcli innerhalb der eekigou Klam¬ 
mer n —, so ist unsere Beliauptung erwiesen, sobald gezeigt wird, (lass 
in den eckigen Klammern alsdann nur gewbhnliche, in U convergente 
Potenzreihen you x steben. Das ist aber tier Fall, da dm* Klammer- 
inlialt ein Aggregat von den inncrlialb U convergonten Potenzreihen s ^ 1 , 
$)S 2 ,..., jede dieser mit einer der Grbssen 

* *. Ji - « i) 

Vx 

multipliciert, wird. Hier liebt sich in Ziihler und Nenner dm: Factor 
% r i fort; es bleibt der Quotient zweior gewblmlichen Potenzreihen, 
dessen Nenner fur x — 0 niclit verscliwindet, und der mithin in dom 
Kreis, in welchem beido (Z abler mid Nenner) convergieren, d. h. in 
Uj wieder in eine gcwohnliche Potenzreihe cntwickelbar isi. 

Wir haben es also mm mit der Dillerenlialgleiehimg (n - 1 ) lor 
Ordnung (1') zu thun, fur welche x — 0 wieder Wtelle der Bestimml- 
heit mit derselben Umgebung II ist. 

47. Aufstellung von Integralgruppen. Uin nun ein Integral 
von (1') zu finden, welches uns dann vermittelst (*l) ein seiches 
von (1) liefcrt, miissen wir di(*i zu x — 0 gehbrige determinierende 
Function von (.!') bilden. 

Da fur x — 0 die Grbssen 

.. „ 

Ik i CO 

die Werte 

n 0-i— i) • • • O', — M-1) 

annolmien, wird die gesucbte dotenniniomido IAuudimi, die wir mil, 
(f) bezeiclmen, 

(2') Fx(r) == r(r — 1) ... (r — n + 2) 

+ r i r . 0 ... (r — n -|- (<0| 

-f. 

+ — 1) .. . (r, — n + 2) 

+ (» — 1) r, .. .(»■, - n + 4-h %'« >t<>)| ■ 

Multipliciert man diesen Ausdruck mit r + 1 und fanst, immer zti- 
sammen, was mit derselben Grosse %(Q) («-=- 1 , a,n f bezw. 
mit keiner derselben multipliciert ist, so folgt nacli der Formel (wo a 
und b beliebig, 7c eine positive ganze Zahl bedeutotj 
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a (a — 1)... (a — h + 1) 

+ ^ a(ci 1) ... (q> — 1c + 2) b 

+ g) a(a — 1) ... (a — 1 + 3)6(6 — 1) 

4 “.'• 

+ 6(6 —1)...(6 —fc+1) 

E: • (a + 6) (a + b — 1) ... (ct + h — 1c + 1) *) 

(V + 1) 1<\ (r) Ei [(r+r 1 +1) (r +r x ).. (r+ / r JL —^+2)-~r l (r x —1).. (r 1 —n+1) | 

+ s 45i (0) IX>' + ^1+1) * - - ^ 3)—1) ^ +2)] 

+ • • ■ •. . 

+ '$n-i(P)[r + r t + 1 -rj. 

Da nun r t eine Wurzel von F(r) = 0, mithin das Aggregat der 
negativen Gliedor in dem vorangehenden Ausdruck ee + + n (0) ist, so 
Hat man 

l*\(r) (V +1) f 'F(r+r t +1)’ :.e(V+ l)(^+^i+1—r a ) • • • 0’+*‘i+1 — r„) 
oder 

i+'r) 'El(r+ r ± + 1. — n>) . .. (r + r x + 1 - r H ). 

Folglich wind die Wurzeln der zu (1') gelibrigen determiniereuden Glei- 
cliung des Punktes x — 0 

*9 — r i — 1, *a — >v • I,---, >'n — *1 -- 1 - 

Von diesen bildcn 

^2 ^ 1 1 } ^^ 1 1 > * ’ *? ^ 1 ^ t 1 

wieder eine bereits nacli demaelben Prinzip wie g geordnete Gruppe 
//, da es luuter negative gauze Zahlen oder Null sind, welebe bei der 
ungeHchriebcuon Heibenfolge nieht waelisen; keine andere Wurzel der 
Gleiehung F x (*■) — 0 gehbrt zu dersolben Gruppe //. Folglich giebt es 
ein Integral der Differentialgleiclmng (T) von der Form 

(d ) £% • % r% ri ~ 1 * V'ji.®)) 

wo eine innerhalb U eonvergente gewdlmliehe Potenzreihe von x 
mit von Null versehiedeuem eonstanben Glied ist. Demnacli liaben 
wir als zwcites Integral von (1) 

(7) 1J„ EE X*' 1 Cp t f 1 (jp 2 (ix . 

So Ibrtfahrend erbalten wir tune Ditlenmtialgleiidunig (m — 2) lor 
Ordmmg (1 "), do mi abluingige Variable u beisse, deren detcrminie- 
rondo Gleichung die Wurzolgruppe g r 

1) Kin Bowlin dit'Ht r Kormol ergiobt nieh */. B. (lurch &-faebo Differentiation 

.ler ldentitat x" . J' 
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— r 2 - 1; — r 2 ~~ 1 ; . . . > 1'X >')> I 

besitzt, und die foiglicli ein Integral 

(3") V s =F-X r >- r ^- 1 . q>.Jx) 

hat, u. s. w. Endlich gelangt maxi zu einer Gleichung (u l l) 1 '' 1 ' 
Ordnung, deren abhangige Variable w heisse, deren determiniorende 
Gleicbung die nur nocb aus einem Element bestchcude Wurzdgmppo gV 11 

n — n-i — l 

besitzt, und die also ein Integral 

m - -x n ~ n ~ l ~ l q>x(x) 

liat, wo fpx eine in U convergento gewohnlidie Potcnzivihe mit von 
Null versehiedonem constanten Glied ist. 

Fur unsero vorgolcgto Differentialgloidumg (I) erluilten wir mit- 
hin entspreehend der Wurzelgruppo g dor determinierondon Gleichung 
eine Gruppe F von Inkgrd/en 

'yF : ^y i 
y.y 3 y.Js^lx 

(8) • y A L - -• iji f dxj M ;1 dx 

. Vl '■ Vi j ~-<dxj i( : , dx f. . . J‘ir A dx , 

wobei alle Integration scon stan ten willkiirlicli bloiben, 

'Vi (Piix) 
z., x r — r ‘~ 1 (,r) 

( 9 ) • 

•ttfeo- x n ~ a ~- v ~ l g>x (a:), 

und <p 1; cp 2> ..., (px lautor in der Umgelmng // giiltigo gowbhuliche 
Potenzreiken von x mit von Null versehiedonem constanten Anlangs- 
glied sind. 

Verfiihrt njan so bei alien Wurzeln dor detonuiniereuden Glei 
chung, so orhiilt man n lntegralo, welcho in Gruppon I’, l\, V.,,. .. 
der Gestalt (8) eiugeteilt sind. Dans die Jntogralo einer Gruppe unlor 
einander linear unabliangig sind, iblgt aus der Art ihrer Erzeugung 
(s. Art. 30); dass aber auch zwiselien den Integralen verse,hiedener 
Gruppen eine linearo Abhangigkeit unmbglich ist, die n lntegralo also 
ein Fundamentalsystem bilden, werden wir im naclistou Artikel zu- 
gleich mit der analytischen Gestalt der lntegralo (8) nacli AusfUh- 
rung der Integrationen erkennen. 
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48. Analytische Gestalt der Gruppen-Integrale. Die allgemeine 
analytische Gestalt der Integrale einer Gruppe wie JT nacli Ausfiih- 
rirng der in (8) angedeuteten Integrationen ist leicht zu ennitteln. 
Da u z , . . Wx samtlich eindeutige Functionen von # mit negativen 
ganzzahligen Anfangsexponenten sind, so ergiebt die bei jedein Integral 
zuerst auszuflihreiide Integration wieder eine eindeutige Function und 
im Allgemeinen, wenn namlick die Potenz #‘~ 1 in dem Integranden 
nicbt felilt — ein Glied mit log x . Die nachste Integration liefert x ), 
naehdem wieder mit einer eindeutigen Function multipliciert ist, eine 
eindeutige Function -f* einer solchen, multipliciert mit log#, + einem 
Gliede mit log 2 #. Bei den Gliedern, die mit Potenzen von log# mul¬ 
tipliciert sind, muss man immer kinzufugen „im Allgemeinen^; u. s. w. 
Zulctzt wird der gauze Ausdruck mit y t ee x r * <p t (#) multipliciert. Jedes 
der Integrale y x ... yx ist daber eine gauze Function von log #, 
deren Grad (in log#) hochstens gleicb der Anzabl der ausgeftibrten 
Integrationen, also bei y a (««**> 2,. X) boebstens a — 1 ist, und 
doren Coefficienten, abgeseben von dem Factor # rj , eindeutige Func¬ 
tionen von x sind, mit einer endliehen Anzabl negativer Potenzen oder 
Reiben, die sick bei # = 0 bestiinint vcrbalten. Der Convergenzbezirk 
ist l'iir alle diese Roihen wiederum U 7 weil die Reiben y u n Z7 ... 7 ivx 
in diesor Umgebung von # == 0 convergieren nnd durch die Integra¬ 
tion der Convergenzbereicb nicbt geandert wird. 

Die analytische Gostalt der in der Gruppe JT zusammengestellten 
Integrale nacb Ausfiibrung der Integrationen ist also diese 

!k : ^ x 

( 8U ) ’ th ^ lo £T^ 

m : ^ log # + log 2 # + • ’ ’ + log^ 1 #, 

wo siimtliche ip (t p bei # «=s 0 sicb beatimmt verlialtende, innerbalb II 
eonvergenle und abgeseben von dem Factor # r * eindeutige Reiben 
sind, von demon die mit Potenzen von log# multiplicierten aucb samt- 
lieb oder teilweise identiscb gleicb Null sein koimen. 

Zu dem entspreehenden Resultat gelangt man bei den anderen 
Integralgruppen / IZ, • • - • Da aber jede dersidben einer anckrn 
Wurzelgruppe der determinierenden Gleicbung zugeordnet ist, so ent- 
halten die Reiben 1 /; in jeder der Gruppen F, F l} F% } . .. andere 

1 ) Die niUiero AiiHluhnmg limit*, t sidi ini 11 lie listen Arfcikel und dem zuge- 
liiirigen Abnehnitt des Anhanga. 
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Potenzen von x als in den iibrigen. Hieraus folgt 1 ), dass au( 
lineare Relation zwischen den Integralen verschiedener Gruppen i 
licli ist, dass also die n in die Gruppen r, r u r„... eing< 
Integrale ein Fundamentalsystem bilden. 

Wir dehnen nunmehr den Begriff , 9 eine Function verJidlt s 
eine*' gewissen Stelle z. B. x = 0 lestimmt", der bisher nur far 
tionen in Reihengestalt definirt war, auf Functionen der Form 

W = ljJ 0 + logo; + * • • + log ^ ^ (fT = 0 , 1 , 2 ,...) 

aus, wo ^ ... ipo sich bei x — 0 bestimmt verhaltende 

sind, die nack Potenzen von x fortschreiten und samtlich dun 

sonderung ein und derselben Potenz von x eindeutig werden 2 ' 
koren dann die Reiken • • • tya bezw. zu den Exponenten 

Po Pi • • • P 0 "; 

von denen derjenige mit dejn kleinsten reellen Teil mit q bez 
werde, so wollen wir auek von der Function W sagen: sie g& 
clem Exponenten oder m der ZaJil q. Unter Umstanden kommt 
nock darauf an, kervorzuheben, ivelche der Functionen ip 0 , ip ± 
q gekort oder — wenn mehrere von iknen zu derselben Zahl 
koren —, welckes die leMe von diesen in der Reikenfolge ijj 0 ip x 
1st dies etwa wakrend i[> Y9 ^ 4 . 1 . .., zu Exponent 

grosserem reellen Teil gekoren, so sagen wir: W gehdrt m i 
y Ur Stelle stehenden Exponenten 9 . Hiernack ist xr~Q . W eine 
Function von log#, deren Coefficienten gewoknlicke Potenzreik 
x sind, von denen mindestens eine mit einer von Null verschi 
Gonstanten beginnt. Die Function ar-e. W wird demnack fur 
nickt Null und — wenn sie- unendlich wird — nur unendlick ' 
Ausdruck 

a 0 + a x log# + * * * + <*0 log ff #, 

wo a 0 a x ... a a Constanten sind. Die iibrigen Glieder versck 
namlick bei x = 0 , weil bei positivem a 

lim x a \og(*x = 0 
(®= 0 ) 

ist. Hierdurch recktfertigt sick die Ausdeknung des Begriff! 
Function verkalt sick bestimmt" auf Functionen der Gestalt 3 
Mit Hiilfe dieser Terminologie lasst sich nun der Inhalt < 

1) S. Anhang, Zu Kap. IV, Satz 6. 

2) Thome nennfc Integrale, die sich in diesem Sinne bestimmt v 
reguldre Integrate* (Crelles Journ. Bd. 75. (1873.) S. 266.) 
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letzten Artikel unci damit das Hauptergebnis des gegenwartigen 
Kapitels folgendermassen aussprechen: 

Bei einer Stelle der Bestimmtheit x — 0 existiert ein Fundamental- 
system von Integralen } dessen samtliche Flemente sick lei x = 0 lestimmt 
vcrhalten. Jeder Wurzelgruppe g (r t r 2 . .. n) der zugehbrigen deter- 
minierenden Gleiclmng entspricht ndmlich eine Gmppe F von elensoviel 
(l) Integralen 

y a EEE l[>ai + 1pa2 logx + ... + Ipaa log""” 1 ^ (a = 1 , 2 , ..,2), 

wo die ‘ipap lei x = 0 sich lestimmt verhaltende, in der ganzen Um- 
gebung U des Punlctes x = 0 convergente Reihen sind und zu Exponen- 
ien gelioren, die sich von r x hbchstens uni ganze Zahlen unterscheiden. 

Da aber samtliche Integrate der Differentialgleichung sich durch 
die Elemente dieses Fundamentalsystems ausdriicken lassen, verhalten 
sich — in diesem nocli etwas erweiterten Sinn — lei einer Stelle der 
Bestimmtheit die sdmtlichen Integrate der Differentialgleichung lestimmt 
11 ierdurch rechtfertigt sich jetzt jene Benennung einer Stelle, deren 
zugchbrige deterniinierende Gleichung die Ordnung der Diflerential- 
gleichung als Grad hat. 

4r\). Zugehorigkeit der Integral© zn den Wurzeln der deter- 
minierenden Gleichung. Um zu erkennen, zu welchen Exponenten 
die sich bestimint verhaltenden Integrate ( 8 a ) gehoren, miissen wir 
noch etwas naher auf die Ausfiihrung der einzelnen Integrationen ein- 
gehen, welche 

y n ' ■ ../ s tt -idxf v a dx — a,s, .., 2 ) 

in die Gestalt 

y a v: • ipui * 4 ” a l°g x 4 ~ * * ■ log a l x 

tlberfilhren. Flierzu bediirfen wir des Satzes 1 ): 

Wenn die lei x — 0 sich lestimmt verhaltende Function 

W tp () -f" log X • * * -f" tya (° ==0 » X > 2 j * 

zu dem an y ter Stelle stehenden Exponenten q geliort, so verhalt sich die 
* Function 

fWdx 

lei x = 0 ebenfalls lestimmt und gehbrt zu dem Exponenten p + 1- 
Wenn (> = ~ 1 ist } steht in f l Fdx dieser Exponent (p + l = 0) an 
(y + l) ter 7 andernfalls an y ur Stelle. 


1) S. Ankang, 
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Diesem Satz fiigen wir den zweiten, welcter evident ist, hinzu: 

1 st 

W E= logflH-h $0 l 0 g a X 

eine lei x = 0 sick bestimmt verhaltende, m dem an y ter Stelle stehenden 
Exponenten q gehorige Function, ip eine zu q gehorige Reihe, welclie sich 
lei x — 0 bestimmt verhalt, so ist 

W 

eine ivie W gestaltete Function, die zu dem an y ier Stelle stehenden Ex¬ 
ponenten q + q gehort 

Nun geliort in dem Integral y a nacli ( 9 ) 

V a ZU T a - *a-l — 1 , 

also 

f v a dx zu r a — r a __ x — 1 + 1 

und zwar an erster oder zweiter Stelle, je nacli dem r a + v a —i oder 
r a = r a —i . Mit derselben Massgabe gehort 1 

s«-i/ v a dx zu r a — — 1 + 1 + — r a -s — 1 ^= r a —r a ~2 — 1 

an erster oder zweiter Stelle, 

fSa-ldxjvadx ZU T a — T a -1 — 1 + 1 + 1 — *«_2— 1 +1 = Y a -~ ^-2 

an erster Stelle, wenn r a + r a _i, an zweiter Stelle, wenn r a = r a —i 
+ r a — 2, an dritter Stelle, wenn r a = r a —i — r a —2 u. s. w. 

Folglich gehort endlich 

y a = y x f z 2 dxf... .f Su^idx Jv a dx 
zu 

Ya — Y a —i — 1 + 1 + Y a — 1 — Ya ~-2 — 1 + 1 + • • • + ^ = 
und zwar an y ter Stelle, wenn 

Ya Y a — i *= Ta — 2 ==:::: * * * ==:: ^*oc — y +1 Y a ] —y . 

Wir haben daher das Resultat: 

Die Integnale (8 a ) der Gruppe E gehoren deY Reihe nach bezw. zu 
den Wurzeln r x r 2 . .. n deY Wurzelgruppe g der determinierenden Glei- 
chung , und moan gehort y a zu der an y ter Stelle stehenden Wurzel r a , 
wenn r a — r a —i = • • • — r a — Y +i =+ r a— Y ^ n Dlemente des in * 
die Gruppen JH, 1+ 1+.. . eingeteilten Fmdamentalsystems y x , y 2 ...y n 
gehoren lezw. zu den Wurzeln r 1} r 2 .. ,r n der determinierenden Gleichung. 
Um dies in den Formeln sichtbar zu machen, konnen wir auch 

^ a(9 — ® r ° (p a p (p =}; I,::«) 

setzen, wo die <p a p gewohnliche Potenzreihen von x sind und cp ay in 
der Reihenfolge cp a ± cp a 2 • • • (fact die letzte ist, welche mit einer von 
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Null versckiedenen Constanten beginnt. Dann erkalt die Integral- 
gruppe r die Gestalt 


( 8 b ) 


24 = ® ri 9>u 

y 2 EB% r *[(p 2l + <p 22 logx] 

2/s = x r * |> 31 + g? 32 log x + g? 33 log 2 #] 


■2 ft = % n \<pxi + logx + <pzs log 2 # -|- y u log 7 — 1 #]. 


50 . Folgerungen. Wir kniipfen nock eine Reike von Bemer- 
kungen and Folgerungen an das im Yorangekenden aufgestellte Fun- 
damentalsystem you Integralen bei einer singularen Stelle der Be- 
stimmtkeit. 

Da in dem beliebigen Integral y a der Gruppe F die samtlichen 
a — 1 Integrationsconstanten willkiirlick gelassen wurden, so ist das- 
selbe, wie aus der urspriinglicken Gestalt (8) der Gruppe folgt, nur 
bis anf eine additive lineare komogene Yerbindung der ikm in seiner 
Gruppe vorangekenden Integrale 24 2/2 • • • 2/«—1 bestimmt. Anders aus- 
gedriickt: das Integral y a> in welckem die a — 1 Integrationsconstan¬ 
ten nock willkiirlick sind, andert sick nickt, wenn man eine lineare 
komogene Function von 24 24 • * • J/a—i mi t willkiirlicken Coefficienten 
kinzufugt. Wenn trotzdem im Folgenden vielfack von linearen komo- 
genen Yerbindungen von 2/1 2/2 • - • V* die Rede ist, so ist dies so zu 
verstehen, dass in jedem dieser Integrale die willkiirlicken Constanten 
zuvor in irgend einer Weise fixiert gedackt werden. 

Ist nun 

q = + ^1 log# + * • • + tlJalog a x 

irgend ein Integral der Differentialgleickuug, wo die nack Potenzen 
von x fortsckreiten, deren Exponenten sick von den Wurzeln der 
Gruppe g (r x r 2 ... n) nur um ganze Zaklen untersckeiden, so wollen 
wir es ein in die Gruppe F gehoriges Integral nennen. Dasselbe ist 
als lineare komogene Function der Elemente des Fundamentalsystems 
2 /i 2/2 • • - 24 ausdruckbar. Aus den Satzen liber lineare Abhangigkeit 
von Functionen 1 ) folgt aber leickt, dass es durck 24 2/2 • • • 24 ? die In¬ 
tegrale der Gruppe JT, allein ausdruckbar sein muss. Geliort weiter 
das Integral zu dem an bestimmter, etwa y tQT Stelle stekenden Ex¬ 
ponenten r ay so folgt aus denselben Satzen (Satz 3 und 5 ), dass es 
sogar nur durck y L y 2 ,.. y a sick ausdriicken lasst, wenn y a ebenfalls 
zu der an y tGr Stelle stekenden Wurzel r a gekort. Diese Ueberlegung 
sprechen wir folgendermassen aus: 


1) S. Anhang, Zu Kap. IV, Satz G. 
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Jedes in die Gruppe F gehdrige Integral , Welches mi dem an y u,> ' 
Slelle stehenden Fxponenten r a gehdrt, ist in dem Integral y tx , •welches mi 
der an y ter Stclle stehenden Wurgel r u dor dederminiemiden Gleichung 
gehdrt, enthalten . Wir nemien aus diesem tJrund dan Integral j/, r , wenn 
die willkiirliclien Constanten desselbcn unbestimmt kleiben, das all - 
gemcinste mi der an y tcr Stclle stehenden Wurzel r« gehdrige Integral der 
Gruppe P. 

Ebenso leickt beweist man, immer mil; denselben lLUltsmitloln, 
den Satz: 

Jedes in die Grnppe F gehdrige Integral gehdrt mi einem der Ex- 
ponenten r a .. . n, wclcher hdehstens an soviet ter Stclle steld, als die 
Midtiplieitdt der betreffmden Wurzd bctrdgf. 

51 . Verzweigung der Integrate boi x 0 ; Umlaufarolationoa. 
Wir kommen mnxmebr zu der fur das Sludium der Integrate in der 
Umgebung von x~Q wiektigsten, nainlieh zu der Frage, wie sick die* 
selben andern, wenn x einen Umlaut urn den singularen Punkt x^{) 
besekreikt, aber dabei ganz innerbalb tier Umgebung V denselben 
bleibt. 

Wenn liierbei von einer Audcrmig der Integrate v/, f/ a . . . y tl die 
Rede ist, walirend dock die vieldeutigen Ausdriieke ((8), (8*)) der- 
selben schon samtlickc Werte enthalten, welcke diene Integrate inner- 
kalb U ilberhaupt besitzen, so ist dies iblgendermassen zu verstehen. 
Man denkt sick ftir einen nickt singuliirtm Wert x x {) in der Um¬ 
gebung U eines der Wortsystome, welekes die Integrate y x ... y n lilr 
x = x 0 anzunekmen filing wind, lixierfc und sondert dadureh aus jeder 
der mekrdeutigen Funetionen y einen beslimnden Znrig aus, dtu* ein * 
deutig bleibt, solange x von x () nack dtm Funkten von If Wege be- 
sekreibt, welcke & = 0 niclit einschliesHen. Maelit nun aber ,r von x i} 
aus einen Umlaut urn x = 0, etwa. in Form einer Kreisperipherie um 
den Mittelpunki, x =■= (), so andern sieli in der That jeue Zweige im 
Allgemeiuen, und dies ist unter dem obigen kurzen Aundruek zu ver- 
stelien. Man nennt desbalb die Art der Andonmg aiteh die lrrmcch 
gung der Integrate um den Jhenkt x ^ 0. 

Eindeutige Integrate, welcke die (Jestalt tuner gewblmliehen 
Potenzreike von x haben, andern sick bei einem Umlaut um a; «■ O gar 
nicht. Nickt eindeutige Integrule in keihentonn, wie 

Vi ^<Pn(^ 

multiplicieren sick nur mit einer Constanten. Denn (p n ist eiiuleutig; 
setzt man aber 

x r t ^ e r t log a> ? 
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so multipliciert sieli x Vi 7 da log x bei dem Umlauf uni x = 0 in 
log x —[— 2%i ilbergeht ; mit e lr ^ ni . Die logarithmen-behafteten Integral© 
sind aber im Allgemeinen in doppelter Weise melirdeutig. 

Ein beliebiges Integral der Grnppe T sei namlicli wieder 

y (( : J x^\(p u i 4~ q) a2 log x +-f- <p tta log* - ” 1 #] 

E= ihtl + hgx +-f- Ipacc log'*”" 1 #, 

worin wir tins nun die willkurlielien Constanten in irgend einer Weise 
lixiert denken. Bei dem gedachten Umlauf gelie diese Function in y a 
fiber, weldle wieder ein Integral der Differentialgleichung (1) ist, da 
man ja x nnr iunerlialb der Umgebung U sieli bewegen liess und das 
Integral y lt lur dicsen ganzen Bereicli definiert ist. Nun andern 
sieli bei diesem Umlauf die eindeutigen Functionen (p a p gar niebt; da- 
gogen geht 

log x in log x + 2%i 


liber. Seize*i wir zur Aideiirzung, da r x r,j ... rz sieli nur um gauze 
Zalilen unterselieiden, also die folgenden Exponentialgrbssen alle cin- 
ander gleicb sind, 


( 10 ) 

so hat man also 




co t , 


* 


(11) ' ?/, r . -f-(2jr/) ,r -V. r 

+1 < ^ x I i ',,.>-f 2(2 3ti) i/-„;1 (2 JS*)“’</•„.H-1~ (a—1')(2%*)«““ ,, | 

-{- [ (/v;r |- (J) 2 W ~|.+ (% ') ( 2 «/)"- s V'«rt] 


+ ,Jj: 1 4\<, it-t (« — 1) 23ti! 

+ log". 

Hier ist auf der reeliten Seite dm* Complex der ersten (Jlieder in 
jeder Zeile ge.rade y u * Der ilbrig bleibende Toil ist ein in die 
(Jruppo l T gehbriges Integral, welehes, wenn y it zu der an erster Stelle 
slehenden VVurzdl r (e gehbrt, also r { > | r (t . i ist, zu einer der Wurzeln 

r,< .i, m, .. r t , ode.r, wenn r« «-.■ /„ t . . . «« .-y «u 

der an (y — 1 ) t,,r Stelle stehenden Wurzel r <( gehbrt, also in beiden 
Fallen naeh dem vorangehenden Artikel dureh die Integrale y { , y>> . . . 
y a „ . x alltun ausdriickbar ist. Aus (11.) ergiebt sieli daher 


(12) , y u (O u I y X -j~ + * * 4* _ ij/tf—l "I" ; 
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wo die a a p Constanten sind, den in (10) angegobcncn, von Null 
verschiedenen Wert hat. 

Die Relationen, welche zwischen den Integralen y t j/ 2 ... y n imd 
den durch den Umlauf daraus erzielten y x y 2 ...y n bestehen, odor — 
wie wir kurz sagen wollen — die Umlauf srelaiionen des Fundamental- 
systems y t y 2 ... y n in Bemg auf cc = 0 lauten also 

Vi = 

y 2 €o 2l y x + co x y 2 

yx + eox^yn + <<L,/ 1 Vi i • I !h 

yx+i- ■ (x>*yx+i 

'!Jx+Z : .- COz+‘>,iyZ-\-l + /;•!•!» 

v., 

wenn n+ 2 , • *• , rx -\cine zweite Wurzelgrtippe g { der deter- 

minierendon Gleichung bodeutet, 

2 Xi 2rj j j /ft 

C0 2 — C X 1 1 : • • • . 0 X ■ X » 

gcsetzt wird ? u. s. w. — 

Dass dib n durch den Umlauf aus y { y 2 . .. ;//„ erzougten Integrals 
Vi Vz • • • ijn abcrmals ein bkmdamentalsystem bilden, isl leksht zu selion. 
Die Determinant© dieser n Dunetionen isl niimlich naeh clem Dcd-cu*- 
minanten-Multiplications-Theorom das Produkt dor I )eterminanio der 
Vi y% - • - Vn und der aus den m a y uml co t , . .. gebildeten Substi ■ 
tutionsdeterminanto 1 ). Die erstere ist | 0, weil ?/, ?/ a ... y n cun Kun- 
damentalsystem bilden, die letztere hat den Wert 

(.)/ . m/ 1 .... | - 0 . 

Folglieh bilden auch y x y 2 ... y n ein Kumhunentalsysiem von Integralen. 
Als Hauptergebnis dieses Artikels sprechen wir aus: 

Bei einem Umlauf der unabhdngigen Variahkn mn cine sinyutiire 
Stelle der Bestimmlhcil geht jedes Moment des in die Uruppcn I \ i \,! I,... 
eingeteilten Fundamentalsystems y x y 2 .. y n in vine lineam homogenv Fane- 
lion von sich sclbst und dm Him in seiner Oruppe vorangehmdvn Iu- 
tegralen uher. Biese n Funetionen bilden wicdw ein Fundamentalsyslem 
von Integralen. 

1) Yergl. Baltzor, Theorio u. Anwend. d. Dei 6, Auil. Leipzig 1881. §6. 1. 
S. 48 ft 
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52. Lmeare Abhangigkeit zwischen den Functioned y a§ . In 
der auH X Elomenten bestelienclen Integralgruppe r treten im Ganzen 


;i1h (Jool'licienfcen dor versehiedenen Fotenzen von logo: auf. Zwischen 
dieson bestclicn aber nocli line are liomogene Relationen, welche wir 
mil Iliille de.s im vorigon Artikel abgeleiteten Resultates leiebt ermit- 
t.eln kbnnen, nnd vormbge dcren die Zalil der linear unabhangigen 
I ( unctionen ijf a p in der aus X Idementen bestelienden Gruppe sicli als 
X ergiebt. 

Holzen wir niimlich in der Idcntitat 

It,, " ■ COirl2/l + K)aij2/a+ • • • -f- <°u, n—llja — l 

liir ?/i ?/■■ ■ ■ ■ '!/„ unci y a die expliciten Ausdrttcke aus (8 a ) und (11) ein, 
ko ergiebt aieli durch Gleiehsetzung der Coefficienten gleich holier 
Fotenzen von log x auf beiden Seiten 

| 2 jr/ </'„a + ( 2 :tf -\ -(- (23ri)«- 1 ^, ra '| 

• */-' 11 l/'21 “I - "' "f- 0, r , a —ill’ll—l , 1 


(Id) 


“»i| 1 + 

: (O ih ( x —2 <f—• 2 + CO a, a-1 tya— 1, a~‘J 

($ l (ci *"•— I ) 27t l 'ijjitu i u —1 a —1 • 


Irarhiot. man in diesem Glcichungssystem, welches fur alle Werte 
« J A gilt, die Functionen als die ITnbc- 

kannlen, ho ist die Detorminante der Coofiicienten auf der linken Seite 
von Null versehiedem Folglieh lelirt das Gleichungssystem (14), dass 
<lie hiimtlirlien in y i( aufireienden Functionen mit Ausnahme von 
sii'li durch die in den vorangchenden Integralen vorkommenden ^ 
linear und homogen ausdriicken lasseiu Damifc ist schon gezeigt, dass 
nur die mil dem zweiten Index 1 beliafteten l lieihen 


tn tf’ai • • . ^1 

linear unabhiingig sind. Man kann aber auch sehen, wie die cinzelncn 
Reihen V\ rj v von jenen abhangen. 

Beginnl man mil, der Bereclumng von so stellt sich dies 

nach der leizten der Gleich ungen (14) als bis auf einen eonstanten 
Faktor mit Iv-i.u-i Qbereinstimmend dar, und da von diesem wieder 
das Analogy gilt, ho zeigt sieh, dass bis auf einen eonstanten 
Faktor mit jedvr der Jieihm Vv i )U .j, «— 2 , • * • > '^n ubereinstimmt 

Ilrfarr, 1)ilT«irt<i»tin.lgi«ichuiigt , n. 7 
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Die Berechnung von - ip a> a -i zeigt, dass dies, abgeselten von dem 
soeben gefundenen ip aic , linear und liomogon durelt ip, t ... i,V'<«—a, 
ausdrtickbar ist, und nrit Beriieksiebtigung des fitr ip au gefundenen 
Ergebnisses und des Umstandes, dass Analoges gilt, aobald man « 
durck a — 1 , a — 2 , u. s. w. ersetzt, ergiebt siclt: ■</’„, „_..i ist (lurch 
jedes der Paare 

ipa—i, a—a , ip« — a, it— a 
ta — 2, <e—a ; Ipit — y, «-•!! 

t 21 1 til 

linear und homogen ausdruclcbar. U. s. w. 

Allgemein ergiebt siclt so selirittweise das Resultat: 

ip a ft ist nine lincarc homogene Function mm nur a — ji -}- 1 andemi 
Functionen ip, die im sweiten Index unler einander uberciuslimmen, near 
so, dass ip a g nur von 

Ipu — k y p — 1 — k —1, ft— k, • * •, Ip ft - ky ft k 

abhdngt, wo 7c cincn beliebigen der Wale 1, 2 ,...,/i - 1 bedcidet. In 
letzter Hand ist also ip aft nur von 

IpU, tm, ■ • •, t«-[1+1, 1 

abhangig. 

53. Grad der G-ruppen-Intogralo im Logaritlmuis. Fine Keihe 
von Bemerkungcn soli siclt endlicli noch tiuf den ( l rad beziolien, bis 
zu welelicni logic in den einzelnen Jntegraleu diner Gruppe aufsteigt. 

Wie wir im Artikel 48 salten, steigt, in dem a t,m Integral y„ einer 
Gruppo r der Logaritltmus libclistens und im Allgemoinen wirklidi bis 
zur (a—1)*°“ Potenz (a = l, 2 ,..., A ) auf. Es kanti aber in speziellen 
Fallen eintreten, dass dieser Grad niclit tuTeid.it wird, dass also cine 
oder mehrere der Functionen ip a! t Qi — a, a- 1,..-) identiseb Null 
sind, wie man auelt die lntegrationseonstanten bostinuut. Atis deu 
Betracktungen in Artikel 50 lblgt dann, dass der Grad der Integrate 
24 24 • • • 2 b (worin alle Gonstanten unbostimmt blciben) in log x beim 
Fortschreiten von y l zu yi jedenfalls nie abnimmt. Andererseits 
ergiebt sich aus dem 8 atz am Scltluss des vorigen Artikels, dass dor 
Grad dieser Integrals in logic von Integral zu Integral hodistens urn 
die Einbeit zunebmen kanu. Wir bemerken dalter zunadist: 

Der Grad in logic, bis m welchem die allgcmeinsten su den War- 
sseln r l r i . . .n gehbrigen Integrate y L y.,...yi thalsuehlich mfsleigm, 
nimmt in dieser Folge nie ah und von Integral m Integral hikhstvm um 
die Einheit zu. 
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Sind mdhrere der Wur$eln r x r 2 ... r% einander gleich, so treten 
sicker Logarithmen auf, weil dann in einer oder mehreren der nacli 
(8) zu integrierenden Reihen das Glied mit der Potenz x^ 1 sicher 
nicht felilt. Nach dem in Artibel 48 benutzten und im Anhang be- 
wiesenen Satz enthult z. B. das Integral y a , wenn r« = r tt _i = • • • 
= — y +i =j= ?V—y, logo? sicher mindestens in der (y — l) tuu Potenz. 

Soli insbesondere die ganze Gruppe y x y% - • • yx logarithmenfrei 
sein ; d. li. alle = 0, wenn p > 1 ? so ist also eine notwendige Be- 
dingung die, dass alle Wurzeln r x r 2 . .. rx von einander verschieden 
sind. Naclx Artikel 16 sind wir aber im Besitz der notwendigen und 
hinreicbenden Bedingungen dafur, dass nicht nur zu r X) sondern auch 
zu jeder der Wurzeln r 2 ein logarithmenfreies Integral gehort. 

llaben wir aber X logaritlnnenfreie Iniegrale, die bezw. zu r x r 2 . . . rx 
gehbren, so sind diese linear unabhangig*). Polglich kann es dann 
uberliaupt kein in die Gruppe F gelioriges, mit Logarithmen behaf- 
tetes Integral geben, weil dieses von jenen X linear unabhangig ware 
und damit mehr als n linear unabhangige Integrale der Differential - 
gleichung existierten. Wir liaben also das Ergebnis: 

Darn'd die game Jnlcgralgnippc F logaHthmenfrei sei , wenn r x r 2 ... rx 
sdmllieh von einander verschieden sind, ist nokvendig mid hinreichend, dass 
die nach Kap. 11 m bildenden Determ inanten 

^ n O'x ~~ i ) n —a > — j n —a 

—1 . .. r ^ r i 7 —2 .. . r -i) *'i t * • •; 

sdmtlich verschwinden 2 ). 

Wir werden spater selien (Art. 09), dass wir im Art. 10 auch 
her (‘.its die notwendigen und hinreicbenden Bedingungen datur be- 
sitzen, dass der entgegengesetzte spczielle Fall eintritt, d. h. dass in 
jcdcm dor Integrate y (i (a — 1, ii,... , X) der Logarithms his mr hochst- 
moglichen, (a — 1 ) tni Fotem thalsdchlich aufsteigt 

Bisher liaben wir nur den Fall in’s Auge gefasst, dass in den 

1) S. Anliang, Zu Ivap. IY. Satz 8. 

2) In anderen Form on Bind die Bedingungen i ilr diosolbe Frago aulge atoll i 
wordon von 

Fuchs, CrclleB Joum. Bd. 08. (1808) S. 875—878. 

Frobeniun, obenda, lid. 7G. (1878.) S.‘224--226. 

Thome, obenda, Bd. 1)6. (1884.) S. 208 11*. 

G our sat, Ann ales do recole normalo, 2 m ® Sdrio, t. 12. (1883). S. 261. No. L 

r* 
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allgemeinsten zu r, .. .r>. gehorigen Intcgralcn dor Logarithmus that- 
saclilieli nicht bis zu der Potenz aufsteigt, die or hoehstens erreiclum 
kanu. Es ist aber mbglich, dass boi besonderer Bestimmung dor in 
diesen allgemeinsten Integraleu nocli entlialtonen willkiirliehon (k>n- 
stanten der Grad derselben in log x nocli weiter zu mlueieron ist;. 
Verscliwindet z. 13. in dem zu r s geliorigon Integral y., dor Eogarith- 
mus nieht, so enthiilt nacb der ersten Bomorkung dieses Artikols 
aueli das allgemeinste zu r,, gelibrige Integral don Logarithmas 
mindestens in dm - ersten Potenz. Ergeben dann aber die Bodingnngen 
des Kap. II, dass zu r. f ein logaritbmeni'rcios Integral in KoiltenConn 
gehort, so muss dieses, wenn r s -)=■■ r i} .nacli Artikel -lb in ?/,, enlJialten 
sein. In dem allgemeinsten zu r 3 gehbrigen Integral ?/., liisst sieli 
also durch geeignete Verlugung fiber die willkiirliclien Donstaiitcii der 
Grad des Logaritlnnus auf Null reducieren. 

Diese Ubcrlegung fiilirt uns zu dent Wniiseh nacli einein Pun- 
damentalsystem, das aus lautcr mogliclist einfae.li gelmuten Integralen 
bestcbt, d. h. aus solclten, welclte den Logaritbmus in miiglielist nie- 
drigen Potenzen entlialten. Und weil siclt dieser Wtniseb mil. Iliiltb 
der bisher benutzten Mctltodo nielit leicht bolriedigen liisst, nebmen 
wir — auch in Itucksiclit an! weiterti Gesiclilspimkle die Unter- 
sucbung der Integrale bei einer siiigularen Hestiiiimtlieitsstelle im 
folgenden Kapitel nocli eimual in andorer Woise auf. Das gegen- 
wiirtige Kapitel beseldiessen wir mil. dor Betrachtung oines Bpeeiul- 
fallcs, der die allgemeine Untersuehung illustriert. 

54. Difforentialgloiclrungon mit oiuor oinzigon aingniilrou S telle 
(der Bestimmtlioit) im. Endliclion. Die Helton im Ariikel 10 a Is 
2. Beispiel benutzte Dillerentialgleicbung 

(15) x n yW + a l x n ~ i y ( ,l ~ l > + ^.|- a„y -. o, 

wo a., ... a n Constanten sind, besitzt x *= 0 tils einzige, singnlure 
Stelle im Endlicben, und diese ist Stello dtsr Bestinnutbeit,. Dio 
Umgebung II derselben deekt aicli also — gerado wie bin den linea- 
ren Difforentialgleicbungen mit constanten GoelTicienlen — mit dem 
ganzen Gebiet der Differentialgleiehung, niimliclt mit der gesamten 
#-Ebene. 

Wir fanden damals: wenn r t eine Wurzel der zu x = 0 geliorigon 
determinierenden Gleicltung von (15) 

(16) r(r — 1) ... (r - n -f- 1) 

-|- a 1 r(r !)...(>■ — n -]- 2 ) -j- • • • -)- a„ => 0 
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ist ; so genUgt of* der Differentialgleichung (15). Sind die n Wurzeln 
r i • • * r n der Gleichung (10) samtlich verschieden, so biiden die n 
Integrale 

x' } x 1 , . . x n 

ein Fundamentalsystem, wie unmittelbar einzusehen ist, gleicliviel ob 
dabei mehrere der Wurzeln r x ... r n eine Gruppe constituieren oder 
nicht. 1st das Erstere der Fall, so haben wir also hier ein Beispiel 
dafiir, dass in einer ganzen Gruppe von Integralen der Logarith- 
mus felilt. 

Sind dagegen niclit alle Wurzeln r x r>, . . . r }l verschieden, son- 
dern z. B. 

r i “ r s =“ = • • • = r Y 4= r Y +i , 

so werden die Integrale of 1 , x r * 9 ,.. 9 x r v identiscli; aber nach der all- 
gemeinen Theorie giebt es dann ein Integral, welches zu der an 
zweiter, eines, welches zu der an dritter, u. s. w., endlich eiues, welches 
zu der an y tox Stelle stehenden Wurzel r x gehort. Dicse linden wir 
durch Anwendung der F u chs’schen Methode. Wir substituieren 
in (15) 

V = X^jrulx, 

utul crlialten diulurcli naclx Artikel und 4(5 ttir s die Gloicliung 
(17) 0 = ;v a :>: r i 

-f - <«—-)| M x"r l -|- <t L x'‘ ] 

-I.' . . . 

• I- ~ [ ('/) x" r, . .. — ii + " l-i |.-j- <ta -t x x r < J, 

w el die nach Fortlassung des Faktors af'+ 1 wieder die Form 

(IS) .r' -|- <v+-[- a^ x s = 0 

erhfl.lt, wo aJ . . . n t [ .t Constanten sind. Die Wurzeln. der zugo- 

liorigen detenmnierenden Gleichung sind nach Artikel 4(> 

^2 ^ I . 4 * V> . d 1, . * y i i ... 1, . . ) H —■ '/* { 1 , 

deren y — 1 erste den Wert — 1 haben. Folglieh ist 

ein Integral von (IS) und 

a ;'” 1 j x Ulx 


: ([y/f 1 -f- x r * log# 
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ein Integral von (15), wenn C 0 die willkurliehe Intcgrationsconstante 
bedeutet. Da man dieses Integral nock mit eincr beliobigen Oonstan- 
ten multiplicieren kann, nioge es gleich in dor Dorm gcschrieben 
werden 

C 0 x r ‘ + C t x ri log#. 

Substituiert man nun in (18) abermals 
s = x~ l J ndx, 

so erluilt man von der Differentialgleichung (n — 2)''’ r Ordnung in n 
wieder das Integral u — ocr 1 und daraus das Integral 
C 0 x r ‘ + 6 ) afi log x -f- i\x r ' log a £C 


der vorgelegten Differentialgleichung (15), wenn ({, ({ (.{ willkurliehe 
Oonstanten sind. U. s. w. 

Im Ganzen erlia.lt man so entsprccliend der y- l'achen Wurzol r, 
von (16) die y Integrale 


fsr 1 = a r *C 0 


(19) 


y t = ^[C 0 + C t log a] 

y 3 == [C„ + c i lo 8 x + c t log V] 


'■yy — [C 0 + C, log x -f- G(j log"X' H-(- C,— i log y~ 1 a:I, 

welche bezw. zu dor an erster, zweitor, dritter, u. n. w., y tor Hlelle 
stelienden Wurzel r x gelioren, und wobei die C willkilrliclie (lonstanion 
sind. Infolgedesscn sielit man, dass aus dom letzten Integral y f bei 
geeigneter Speeialisierung der C dio vorhergohendeti Integral© ent- 
stehen. An Stelle der y Integral© (19) kann man duller auch die ('ben- 
falls linear nnabhangigen 

( 20 ) x r ', x r >- log®, af* log^a;,..., x'l log>'“ 1 a; 

setzen. Hiormit ist dio vorgelegto Diflbrentialgleielumg vollutiindig 
integriert; denn wir habon gefundon: 

Sind t\ r 2 .. . r„ die Wurgeln der m x — O gehiirigmi determinie- 
renden Glcichung der Differmtialglciclmig 

X n y (n) _)_ a lX »~iy(n-l ) _|-|_ a ^j „ ()> 

wo' die a Constanten sind, so besiteen wir n linear unabhdngige, Integrate; 
jeder einfachen Wurgel r { entspricht ndmlich ein Integral x l , jeder 
y-fachm Wurgel ru y Integrate 

x rk , r'' k log x ,..., x k log 1 '"‘a;. 

Vergleicht man dieses Resultat mit der Integration der linearen 
bomogenen Differentialgleicbungen mit constanten Coefficionten (Art. 
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35. 36), so erkennt man, dass das tier ermittelte Fundamentalsystem 
in das dort gefundene durch die Substitution 

(21) x = c* 

und umgekelirt jenes in dieses durch die inverse Substitution 
(21 a ) x — log x' 

fibergeht. Da aber durch ein Fundamentalsystem von Integralen eine 
Differentialgleichung selbst bestimmt ist, so folgt, dass durch die Sub¬ 
stitution (21) die hier betrachtete Differentialgleichung in eine Diffe- 
rentialgleichung mit constanten Coefficienten 

(22) */ w + ~\ -[- a' n y = 0 

und diese durch (21 a ) in eine Differentialgleichung der Gestalt (15) 
ubergeht. Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung mit 
constanten Coefficienten (22) ist identisch mit der zu x — 0 gehorigen 
dderminierenden Gleichung von (15), da ihre Wurzeln tibereinstimmen, 
Diese Ergebnisse sind leicht direkt zu verificieren. 



Kapit.el VI11. 

Recur si onsfomclu <lor Roihon iu lo#i;ai*itkm<MiI»<‘Iia H <‘< on Inio^ralon 
hoi cincr Si olio (lor llosiinnni licit. 

55. Aufstollung der zu bolumdoludon Aufgabon. Im vorigen 
Kapitel hat mis die Fuchs’sclie Mothodo gdehrt, dass hoi oinor «in- 
culareu Stelle der Bcstimmtheit a5 = 0 din Intogralo dio (ioalali. giuizer 
Functioncn von log x liaben, welche nidi bei ,r ~~ 0 bestimint verbal- 
ten. Wir fanden ein in Gruppeu derari cingeteilles Fumhuuenlal- 
system von Integral©*!, class die Elemente einer Oruppe beziehentlidi 
zu den einzelneu Wurzdn oincr Wurzdgruppe der determ inierenden 
Gleiehnng gelibrten. 

So wiclitig unci interessani diese ErgelmiH.se siud, lassen de doeh 
nodh. nach einigen Iticbtungen bin eiue Erguuztmg wdnseben. Zu- 
miclist muss bemerkt warden, daws dio praktisebe Durehfnbnmg jenes 
Verfalirens zur Horstellung der logaritbnumbebafteten Iutegrale nidi 
im Allgemeinen itusaorsi umstiimllidi geslalten wird 7 wadi es dabei 
gilt, unenclliclie lieilien mit eimuuler zu multiplicieren, dann winder 
zu integrieren u. s. w. Einen zweileu Punkt haben wir ndtem am 
Scbluss cler allgenioinen Unfcersuchung des vorigen Knpiteln (Art. 55) 
berilbrt: Wir wtinsclien ein Fundamcntalsyslem, in deasen Elementen 
der Logaritbmus nur bis zu einer mbgliebst niedrigen Polenz uufsteigt. 
Ein solclies muss zwar in clem im vorigen Kupitel uuigeHtoliten Fun- 
damentalsystem entbalten sein. Allein bei der Art, wie din willkilr- 
lichen Constanten der einzelneu Elemente desselbeu in diese eingeben, 
cliirfte es sebr schwierig sein, unmittelbar ana jenem clan einfadmie 
Puudamentalsystem zu entwickeln. lliormit hiingt endlieh nodi zu- 
sammen, dass wir die Umlaufsrelationen der Iutegrale des vorigen 
Kapitels nur in unvollkommener Woise angeben konnten: wir Iceimen 
ja niebt die Werte der in ilmen auftretenden Coei’iidenten 
(s. Formal (12) Artikel 51). Die vollstiindige Beberrsebung der Uin- 
laufsrelationen ist aber fiir das Stadium der Iutegrale bei den wingu- 
laren Punkten von grimdlegender Bedeutung. 

Um diesen versebiedenen WUnscben gereebt zu werdon, nehmen 
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wir die Untersucliung noch cinmal auf, indem wir von dem gesamten 
Inhalt des' vorangelienden Kapitels lediglicli den die allgemeine analy- 
tisclie Gestalt der Integrate bei einer singularen Stelle der Bestimmt- 
lieit feststellenden Teil, d. li. den Inlialt der Artikel 46—48 benutzen 
und das zu bebandelnde Problem folgendermassen fassen: 

Man versucht der DifJ'erentialglcichung 

(1) l\x, y) : -1- \rp n y 

-+ ^ a y = 0 , 

— wo die ^ gewohnlichc Potenzrcihcn von x sind, s $ 0 (0): j: 0 ; — 
die also lei x = 0 cine Stelle der JBestimmtheit hat, durch ein Integral 
der Gestalt 

( 2 ) y ■ ft, + (fy 00—1 logtf + (2) fti-slog a ff +-h % log °'x 

zu gmiigen } in welehem 

4\)' ('«%*, i'i t-t'S c * x ° > • - • > 1'** 

l*) 0) 0) 

0 «, a -I- 1, . ..) 

nach Polcnzen von x fortschrcitende lleihen sind , deren Exponenten sick 
sdmllieh nur urn ganze Zahlcn von cimnder unlcrscheiden, und fragt: 
ivie sind die Gocf/ieieuten dieser lleihen und die Zahl cc zu lestimmen, 
damit Gleichung (1) durch (2) identisch crfiillt ivird? Convergieren die 
so beslimmlen lleihen ft und tvelche Coe/fieicnten, lleihen in ihnen 'will- 
hurlich ? 

Man erkennt ? dass diese Fassung des Problems sick genau an 
diejenige anwchliesst, welclie unsercr Untersucliung in Kap. I, II, III 
zu Gruude lag, und Mr 6 = 0 geradezu in jene llbergelit. Nennen 
wir nock zur Abkiirzung ein Integral, in welchem der Logarithmus 
thatsachlich bis zur o tcu Potenz aufsteigt, ein Integral (<; + l) tor Stiife, 
so konnen wir aucli sagen: wie wir dort das allgemeinsto Integral 
erster Stufe einer Gruppe aufgestellt haben, wollen wir nunmelir das 
allgcmeinslc Integral (</ + 1 ) u,r Slufe einer Gruppe aufstellen. 

56. Allgomoinor Satz libor dio Horleitung mohroror logarith- 
monbohaftotor Intogralo aus oinom solcbon, Wir stellen zunilcbst 
einen allgemeinen Satz voran, der sick auf Integrale der liier aut- 
tretenden Form — ganze Funetionen von logs — anwenden liisst x ). 

1) I)er Satz und diese Anwendung deHselben riibrt von Koehler her; vergl. 
Zoitsobrit’t kir Math. u. Phys. Bd. 33. (1888.) S. 231 IF. — Ein Gegen&tiiok zu deni 
obigen Iat der iblgcndo, ebenso leiebt zu beweisende und iihnlicber Anwendungen 
tiibige Satz: 
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Wenn die Differ entidlgleichung 

(3) Q{x, y) = <j u y M +q-j - 1- </,.!) — <>, 

deren Coefficienten beliebige Functional von x 7 aber von eincr a adorn 
Orosse u undbhangig sind, ein Integral der Gestalt 

y::. Vf(x, U) 


besiUt , wo f cine beliebige Function von x und u ist 7 die a noli naoh n 
differenmrt werden kami, so geniigen ihr auvh die Functional 


1st namlich 
so ist auch 


('fix., n) n) 

< ] ib 7 ( ir 7 


{>0a/V; «)) °> 


i )Z V 0 


d u 


u -i, . 1 ,...). 


Da aber die Coeflieienten von Q(x 7 y) 
ten, ist 


d X Q(.v., /•(;«, 
dn i 



und dalier 



ftf (*, u)\ 
7« a ) 


von n nnubhiingitf 


. t'Vl®, «)\ 
did ) 


0 . 


Ht*in 


Holl- 


Sind nun die Coefficienten von (3) cindmtiya Knurl,ioium von ,r 
und besitzt die Gleichung ein Integral 

V = F(u : 7 loffa?), 

wo F eino game rationale Function vou logx ist, deren Coeflieienien, 
abgesehon von oiuem alien gomoinsamen lAiIdor x/ 7 eindeutig wind, 
so wird die Gleicliung aueli durch 

y ==s F(jVj log x ~f~ u) 

befriedigt, wenn n eine ganz beliebige nnbestinnnle Gmssr bedeutrf. *). 
betzt man namlich F(x } log:#) fur y in den I birerentiahiu.sdruek 


Wenn die Differentidlgleichung 

P(X, M; y) ■ p a (x, «) J/ W + Vl (x, u)l / H ~*> • |- | Vn «) ,, (,, 

deren Coefficienten beliebige Functional von x und u Kind, die nuch u di/ferenziert 
werden Icdnncn, ein von u umbhangiges Integral 

y ■ fix) 

besitet, so geniigt dieses auch alien durch part-idle. Differentiation der Coefficient, n 
nach u aus I J — 0 hervorgehenden Differcnlialgleiehungm. 

1) Vergl. Koehler, fiber die Integration vermittolRt cxplicitor t’unctionen 
derjenigen hom. lin. Dittgl. u. s. w., In.-Diaa., Heidelberg, 187 a. S. 8. 
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Q(%, y) e bi, so erhalt man eine ganze rationale Function von log#, 
cleren identisches Verschwinden dasjenige der einzelnen Coefficienten 
dor Potenzen von log a: erfordert *). Setzt man aber F(x, logrr+w) 
ftir y in Q(& 9 y) ein, so erlililt man dieselbe ganze Function von 
(log x it), die mithin aucli identisch Null ist, womit unsere Be- 
luiuptung erwiesen ist. 

Auf das Integral F(x, log# + u) kann man daher den vorstehen- 
den Satz anwenden. Differenziert man aber F(x, log x + it) beliebig 
oft nach u und setzt dann u = 0, so ist offenbar 

fd x F(x,\ogx +jw)\ _ d l F{x, Jog a;) 

\ du l / w =o (d log xf 

Man erhii.lt also aus einem Integral der Gestalt F(x,\ogx) sogleich 
mehrere andere, indem man dasselbe nach log x partiell differenziert. 
Sclireiben wir dieses Integral in der Form wie (2) 

V i>« + (i) tpo-i log a; -f ( 2 ) ip a —2 log 2 ic -f- • • ■ + tpQ log °x , 

wo die ‘ijj nach Potenzen von x fortschreitende Reihcn sein mb gen, 
die sich aber nicht notwendig bestimmt zu verhalten brauchen, so 
ergeben sich daraus nach jenem Satz sofort die 6 andern Integrate, 
woboi zur AbkUrzung links log# ee. u gesetzt ist, 

Il >«-1 + +.+ log" -1 as 

4’< r-s + (° 7 2 * * ) lo S xJ l -1- % log"- 2 a; 


Wir liaben also den Satz: « 

Jus einem logarithmenbehaftetm Integral (o' + l) <or Siufe einer 
Uncaren homogenen Differentialgleichung mil eindentigen Coefficienten er¬ 
geben sich (larch pariieUe Differentiation nach dem Logaritkmus a andere 
Integrate, miehc bewv. a u ' v , ( 0 — l) u ' r ,. .. 2 tor , \ U ' Y Stnfe sind, Jnsbe - 
sondere ist also der Coefficient der hbchsten Fofenz des Logaritkmus in 
einem logarilhmenbehafteten Integral sclbst cin Integral der Differential- 
gleiehxmg 2 ). 

1) S. An hang, Zu Rap. IV. Satz 5. 

2) 1 )nss ana dtun Integral (2) die Integrale (4) abgeleitet werden konnen, 

ist auf andero Weiso von Jurgens bewiesen worden. Crelles Journ. Bd. 80. 

(1875). S. 151 if. — Dor letzte Toil ties Satzes ruhrt schon von Fuchs her, Crelles 

Journ. Bd. 68. (1868). S. 856. 
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Diesern Satz wollen wir sogleich einigo Anwcndungen folgon 
lassen. Untersckeiden sich die Exponenten samtliclier Potouzen von 
x in den Reiken ^ ... ipa des Integrals y nur um gauze Zalilon 
von einander, so multiplicieren sicli alle diese Roilien kei einem Um- 
lauf von x um 2 = 0 mit dersclbcn Constanton «!• Wie ini Artikol 
51 Formel (11) findet man dann die Umkuifsrelalion des Integrals y 
zunachst in der Gestalt 



t«+ '2%i (") </'«.i + 4.1 " 

+ log x </’«—1 4~-(- 3T i) Q V’«-s • | - O '[2 x i)"- 1 i/’o 

+. 

+ log--";/• i/\> • 


Mit Hiilfe des liier abgeleiteten Satzes kami man diesor Formal aber 
die iibersiehtlichero Gestalt gaben 


V m 


, 2 7ti dy | {"Ini)' 1 <)“if , 
lJ ' 1 du ‘ 2 ! du* 


( 2 %/)° r"jt m 
a ! rhi° 


worm wiedcr u EEs log^ zu setzen ist. Also: 

Die Umlaufsrelation tines logaritJmcnbeliaftden Integrals 

tj f n + ipv —i log x 4- ip t) log 1 '.!’, 

dcssen lieihen f {) *I> L . ■ . tick bei dam Ihnlauf sllmilieh mil der set ben 
Constanton o x mulliplkieren, lautet 

( 6 ) I'p ;« 4 -i”\^ 4 . ' ,8 ?' 4 _L. <'"!> . 

m l 1 dlogx 2! (fl lo# x)' A </! (/< x)° 

Vertnilt sich das Integral y 7 dcssen Iteihen •</> nur um gauze 
Zahlen von einander vorscliiedene Exponenten enthalton, insbesondoro 
bei x — 0 bestimmt, sodass also jede der Heilien j/> 0 . . . (/»„ zu 
einem bestimmten Exponenten gelibrt, so kann man Htets erreiehon, 
dass die reellen Teile dor Anfangscxponentcn von j/w i ,.. ij* u */’„ 
in dieser Folge nie abnchmen . Zu dem Ernie braudit man niimlich 
nur zu dem Integral y die mit geeigneten Uonstanien multiplicicrkm 
Integral© 

dy > dhj ' * ( {) y 

0 log as (dlogxy* 7 (d log .r)° 

zu addieren. Diese haufig zu verwertende Bemerkung kann z. B. aueh 
fiir das noch weiter gehende Studium der Form der Integrate des 
vorigen Kapitels im Anschluss an Artikel 49 verwandt werden. 
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57, Substitution des logarithmenbebafteten Integrals in die 
Differentialgleichung. Utn nun die in Artikel 55 geforderte Berech- 
nung der lleihcn 

• • • *l>(t 

des logarithmenbehafteten Integrals y auszufuhren, werden wir dieses 
in die Dillerentialgleiehung (1) substituieren imd dadurch fur jede 
dieser lleihcn cine B ecur sionsformel linden. Da wir aber nach Art. 56 
aus dem allgemeinsten Integral (c; + l) tov Stufe 

y ■...:: 4> t> + (") i>„- ilog* + • • • + ip„ log "a; 

ein Integral o 4t ' r Slide 

a Slog a ■ ^'- l + (° i *) ^-noga H-f- % log*" 1 * 

ableiten konnen, welches in dieselbe Gruppe wie y gehort und dalier 
iu dem allgemeinsten Integral a tor Stufe enthalten sein ; d. h. aus 
diesem jedenfalls durch Specialisierung seiner willkiirlichen Constantcn 
hervorgehen muss ? so wollen wir annehmen, dass wir das allgemeinstc 
Integral o tor Stufe bereits kennen, wenn wir uns an die Aufstellung 
des allgemeinsten Integrals (<; l) tor Stufe begeben. Diese Annahme 
1‘CIlirt also schliesslich auf das allgemeinste Integral erster Stufe zuriick, 
welches wir ja in der That in Kap. I 7 II, III schon ermittelt haben. 
Iliernach haben wir also nur noch die lleihe zu bereclmen und 
fentzustellen, welche Beschrankungen den willkiirlichen Constantcn des 
allgemeinsten Integrals <? tor Stufe aufzuerlegen sind, damit es die par- 
tielle Ableitung nach log x von dem allgemeinsten Integral l) tnr 
Stufe wird. 

Substituiert man nun y in (1), so lolgt 
(7 ) P(x, y) /'(*, if),,) + (,) P(x, to-i log *) ^-|- P (*, 4> 0 log °x) 

hoII idontiscli Null scin. Hicrzu ist notwendig, dass, wenn (7) nacli 
Poienzen von log x geordnet wird, die einzelnen Coefficienten der 
I'otenzun von log* fur sick identisch verschwinden.‘) Da aber die 
Keihe 4>„ in den xuit Potenzen von log * luultiplicierten Teilen des 
A usd rucks (7) gar niclit vorkommt, so brauclit man nur den logaritli- 
uient'reieu 'I'cil aufzusuchen und gleich Null zu setzen. 

Kezeielmot man hierzu fiir den Augenbliek den logarithmenfrcien 
Teil eines von * und log* abkilngigen Ausdruclcs / r (*,log*) dureli 

|/(*, bg*) |, 

so ist 


1) Vergl. Anliang, Zu Kap, IV, Safcz 5. 



110 


ICapitt'l VIII. 


|r>7. 

(8) [P(x, y)] = [P(*, t„)\ + (j)rP(*,^o-ilog*) H-1-1 IX*, V’„ ■«»•" «01 • 

Da aber liacb (1) 

[F(x, v)\ • = a^leW1 + a* -1 M.f 1 r \» 

so hat man zur Berecluning dor einzolnon Toilc von (H) znniiidiHl. die 
logarithmeirfreien Teilc von 

^>, tya-i log X j . . V <>I<>gV 

mid ilircn m erstcn Ablcitungen zu ermiUeln. 

f 0 - uiid alle seine Ableitungen enthaltcn uberhaupt koine Loga¬ 
rithm en; also ist 

(9) IV'.. I IV'» I V-..',-.-.lV'f"’l V’!." 1 

und 

h’iir ip„—ilog x und soino n oraton Ahloitimgcn orliiUl. man hezw. die 
logarithmonlYeion Toil.' 

|V«-ilog»| 0 

[(V'o-i log as)'1 1 

log cc)".| ■ , '7» I + “ V’» -I 

‘ \(ipo-i log as)'"J V..-I .,'1 I • I • I 

L(V-.^iloga)WJ (- 1)" ' i 

+ (-0" 8 (r) (M ,::fw-;. ,-i • ••-!•;;^ 

Hieraus findet man die entspreeliende Tabelle I’tir 

indem man allcntlialben durcli '</»,>■ ^ logx erselzf und dann 

winder alle logarithmenbehafteten (Hinder Ibrilusst, also gerudeso, 
win man von dor Tabelle (9) fur ip ir zu der Tabelle (10; fur j log x 
iiberging. U. s. w. 

\l\Xj 'ipn—i log#)] ist also ein nach (10) leieht zu bildendor 
linearer homogener Diflerentialausdruck ( n — l) tor Ordmmg zwisehon der 

unabhangigen Variablen x und der abhiingigen ^.-i, \l*(x, if * u . a log‘kr)| 

ein ebensolcher (n — 2) tor Ordnung zwiadien x mid u. h. w. Be- 

zeichnen wir diese Differentialausdrucko bezw. durcli 

l x (Xj Ipa— \) 7 J %(x, '^<1—si) ) • • • ? l\j [X } {/’,,) ; 
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so ist also nach (8) die Reihe tya derart zu bestimmen, dass fur 
jeden Wert von x 

(11) 1 (Xy ljj ( Jf) “f“ P l (.Xy "ifftf j) -j— •••“}" Ptf (Xy E~ 0 

win]. Gleichung (11) konuen wir aber als eine liueare nicht homo- 
gene Differentialgleiclmng fur die zu bereelmende Reihe anselien 
und daher als Resultat dieses Artikels aussprechen: 

Die lieihe in dem Integrate (2) der Differentialgleichung (1) 
geniigl der nicht homogcnen linearen Gleichung 

(12) D(Xy V) + i\{Xy ^JT-l) + * « ' + l J a(Xy tfj Q ) = 0 ^ , 

wo I\y 1\ y . 1 m it ] l it Ife der Tab alien (10) u. s. w. 0 ic bildcnde 

Ausdriicke sindy in\ damn nur gegebene Grbssen und die als bekannt vor- 
ausgesefMen lieihen i/j 0 . . . nelsl ihren Ableitungen auftreten. 

58. Convergent der Reihen in logarithmenbehafteten Integra¬ 
len. Von dcm vorangehendcn .Resultat luachen wir sogleich Gebraucli, 
uni die (Jonvergenz der lteilie f (y festzustellen. Dies ist in der That 
erforderlich, weil wir ja hier das Integral (2) ganz unabhiingig von 
den im vorigen Kapitel definierten Integralen aufstellen. 

JJei diesem Oonvergenzbeweis setzen wir die Convergenz der 
Reihen ^<r— 1 , ? % in der ganzen Umgebung U des Punktes 

x = 0 als bereits fostsiehend voraus. Und das ist wieder deshalb 
berechiigt, weil ja (naeh Artikel 5G) ?/; () ein Integral erster Stufe ist, 
dessea (Jonvergenz innerhalb U im Kapitel HI in der That bewiesen 
wurde. 

Da (12) eine niclit homogene Differentialgleiclmng fOr ist, 
nbersehen wir schon jetzt, — und wir warden es spiiter ausluhrlich 
fcsistellen, — dass die Recursionsibrniel fiir die (JoeHieienten der Reihe 
tyo nicht homogene lineare Gleiehungen lieferu muss, will)rend wir bei 
den Integralen erster Stufe in Kaj>. I, II, III homogene Gleiehungen 
batten. Infolgedesscn kann jetzt der Fall eintreten, — der dam als 
aus (ban gedaebten Gnmde ausgeselilossen war, — dass diese Glei- 
ebungen unendlich grosse Werte lur die Coefficient en der Reihe tp, } 
liefern, wenn nicht gewisse Bedingungen erfiillt sirnl. Diese Bedin- 
gungen sind naturlieh einer eingehenden Untersuchung zu unterwciTen 
und warden sieh dabei als die schon im Artikel 57 erwiihntcn Be- 
sebrnnkungen der willkiirlichen Constanten in den Reihen ijj () ... ipo—% 

1) Vgl. Fabry, Stir b*H integral oh <les (Mutations (liHorentielles etc., These, 
Paris, 1885. S. 47. 
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des allgemeinsten Integrals o ter Stufe lierausstelleu. Nelnnen wir jetzt 
an, dass sie erfullt seien, dass wir also bei Borechuung dor Ooel'li- 
cienten von gemass (11) endliclie Werto orlialten, so lilsst sich 
auch die Convergenz von folgendermassen dartliun. 

Setzen wir den ganzen Ausdruck 

(13) (?) I\(x, (*, ^-0 H-i- / « (:*•, ^ V (■»') , 


sodass (12) die Form 

(12 a ) l‘(x, v ) -j- p (x) = 0 

annimmt, so wissen wir aus Artikol 31, dass cine Function v, welelio 
der Gleichung (12*) geniigt, auch dor liomogouon Gleichung 


(14) 


dl> n dp 

p -- r / 
tlx x ax 


0 


genligen muss. Die letztere lautet aber ausfilhrlieh gCHchrioben 
(14*) 15 W>« + w 00 (PPo + PP\ ~ PnP) 

+ PPi .- PiP) 

+. 

+ v(PP* “ P“P') = 0 • 


Dividiert man die gauze Gleichung dureh p, so komml diene Funciion 
jp nur noch in dom Quotienten vor, der eino innerhalb (I e.onver- 

gente, zu cinem Exponenten > — 1 gohbrige Iteilie ist. Mil, lliili'e 
dieser Bemerkang orkcnnt man dann olme Weiteros, dans die homo- 
gene Diflcrentialgleichung (14) odor (14*) bei x 0 cine Stollo dor 
Bestimmtheit hat, sodass jede ihr formal genUgende lieilm in dor 
Umgebung U yon x = 0 auch convergicrt. Eino solche Reiho ist aber 
fa] denn wenn die Ooofficienten von fa so beHchaflbn sind, daws 

l > (x ) ip,,) -f- p(x) 0, 

so ist ja auch 


dx 1 1 ^ dx 


0 . 


Damit ist gezeigt: 

Ergiebt die Bercchnung der lleihc i>„ gmuiss der Idmditdl (11) end- 
liche Werte der Coefficienten, so convergicrt die licihe in der ganzen llm- 
gebung U des Bunktes x = 0. 

Es mag noch bemerkt werden, dass nur lllr diosen Convergonz- 
beweis die Bescliriinkung auf eine Stello der Bestimmtheit erforder- 
lieh war. Im tfbrigen kann die gegenwiirtigo Untersuchung, gerade 
wie die von Kap. I und II, fttr jede uicht wesentlich singultiro ytelle 
x — 0 angestellt werden. 







59.] Recursions!. d. Reiben in logaritbraenbehaft. Int. b. e. Stelle d. Best. 113 


59. Recursionsformeln der Jteihen in logarithmenbehafteten 
Integralen. Zur wirldichen Bereclmung der Reihe ta, d. h. ilirer 
Coefficienten, setzen wir in (11) fur die t die schon in Artikel 55 
angegebcnen expliciten Ausdriicke ein 


A) ^ 1>i == ip„ c/") x s , 

(*) 0 ) 00 

wo der Summationsbuclistabc $, mit einem noch zu bestimmenden 
Wert a anfangend, die Werte 

s *= a 7 a -f- I? a -f- 2,. .. 

dnrciiluuft und dabei mindestens einer der Coefficienten 

von Null vcrseliieden. sein soil, sodass das Integral (2) thatsachlick 
zu dcm an irgend einer Stelle stehenden Exponenten a gehort. In 
dem Resultat dieser Substitution mussen wir dann den Coefficienten 
einer unbestimmten Potenz von x gleieli Null setzen, um die Recur- 
sionsformel zu linden. 

Wir walileu hierlur wie im Artikel G die Potenz 

X k y 

wo k mn ein© unbestimmte ganze Zahl grosser als a ist. Infolgedessen 
wird der aus 

# l>{Xy i,„) 

herrdlironde r Teil dieses Ooefiioientcn identiscli mit F kli im Artikel G, 
wenn mail nur die c dureli die orsetzt, also mit 

(o) I (o) 1 | (o) 

+ <*% a 0-1 1 + * ' * “T a kk <>k > 

wofttr wir zur AbkQrzung gelegentlieh acliroiben 

j A) o 
Uktt • 

(Ptlr 6 — 0 ist Fka r ~ asu verstelien.) 

Bei der Ermittlung des aus 1\ (x, to- i) herriibrenden Toils des 
Coefficienten von x k in (11) bemerken wir dureli Verglcieben der Ta- 
bellen (9) und (1.0), dass dieser aus l\x 7 y) gerade so gefundon wird, 
wie der von to) herriilirende Toil, wenn man nur 


fur y statt 
d. li. „ 
fUr y statt 


tn 

to 


d. ll. „ ^ sc^x*’" 1 


0 


0, 

1 




1 

? 


Hoff tor, DifCorentiftlgloicUungou. 


8 
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fur y" statt ^ 

d. li. „ ^ — 1) 4 , ' ) ® 

far y” statt i>" n ' 


d. h. „ .^(,-,)(.s i i)t£ u) x'- a : £ <;,s' + 2.)r, ( " 'V 3 

einsetzt, allgemein 


u. s. w 


'*0 i , 2 

-I- i/\ J~ 

,r* ' x 


- (f -V 


.mi" 

t> «i # .*1 ,, 

1 J.j V’.. 1 "I I 


liir statt : 


(— l) ^ f«--x+(-l/ “lij *«-H-f- 0/ 

d. li. statt 24s - 1.) . . . (.s — A -|- "* : 

af~ l {a#(« - 1).(* — A + 2) 


- g) !!«(«-1).(s_A + 8) 

+ (J)2!s(«- A+ 4) 


+ (- (}) (A ~ S')! s“ 

+ (. l) i_1 (^” O'} • 

.Nun siehi man aus dieser Zusannnenskllung, dawn untc*r dem Summon- 
zeiclien die gleiclie Potenz von x reehts immer mil. einem a mil. dom- 
selben unteren Index wie links, bci dom mir dor obere Index {(f) duroh 
(tf — 1) ersetzt wird, multipliciert ist und ausserdem mil oinor ganzon 
Function von $, welclie die orste Ableitung derje.nigen ist, die links 
mit dem entsprcchonden c multipliciert inf. Dies ini in don vior ersten 
Zeilen der obigen Zusammenstellung evident, und man verilioiort loioht, 
dass auch 

A«(* A+ 2) -.(-- iy-'(A - 1)! 

” du — 1 ) • • ■ (« -- AH- 1) 
ist. 

Hieraus folgt aber, dass der aus l\(x, 7p (l ^i) borrilhrende Toil 
der gesuchten Recursionsformel aus dem von P(;r, i/;„) herrlihrenden 
Teil entsteht, indem man einfach die durch die mit gleichem 
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unteren Index vcrsehenen und die ganzen Functionen yon s 

a ks ' dureli ilire ersten Ableitungen nacli s 9 


„• . da *° 

crsetzt. Der aus P t (%, ^- 1 ) lierriilirende Toil der Recursions- 
formel ist daher 

(1) ^ k ' a ' £ (i)l^ *4" «+i + * * • + a kk C m ] . 

Da wir nun im Anschluss an Tabelle (10) bereits bemerkten, 
dass l\(x, V'o—a) aus I\(x } geradeso hervorgeht wie J? x (x, 1>o—i) 

aus xi. s. w. 7 so folgt, dass der aus (^JP 2 (x,4> 0 ^ 2 ) herrdh- 

rende Toil des Ooefficienten von x h in (11) 

(2) l^"“*- 5 (‘)[oLcS , - 8) + «£+?> + • • • + a'iJr*] 

wird, we rm 


O'ks : - : =~' 


ds* 


ist. Bilden wir so schliesslich den vollstsindigen Ausdruck des Oocl- 
(icienicn von x k in (11) und setzen denselben gleich Null, so erlialten 
wir als llecursionsformel fur die Coefficienten c ((>) der Eeihc ^ die 
Formel 


(ir>) 


k ;+’(;) +• • •+xts 

■ a k it + a k , 1 1 + • • • + (hiAP 


+ ^ "F <h', <x 

+. 


(t'kat'i 


+ H" 


+ <h'k(tk J) I 

+ <h'k <'k 0 


oder kurz 

geschricben 



(in*) 


1 kit 


wenn 


,tt) 




(*ks • 

ds* 

Da aber 

s nur die Werte 




s — a 7 

a + 1 

7 a 


annimmt, kann man auch schreiben 




it' a, 


’kx 


d/ 
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was den Vorteil bietet, dass alle aff (s —« + 1, • • •) munnelir als 
Ableitungen nacli ein mid derselben (irosae orseheinen. Fasst man 
dann symboliscli aucli cf als Ableitung von e, nacli a aui', so or- 
scbeint der gauze Ausdruck l4a symboliscli als dor </‘° Differential- 
quotient von F& a nacli cc. 

Da nun nacli Art. 56 aus dom Integral (</ + l) u,r Ktufo y In¬ 
tegrate 0 tOT , (ff— l)*™, • •2 tur , l tor Stul'o horvorgelien, in donon bezw. 

i > a —%,..., i’u % den logaritbmenl'roion Toil bilden, so benitzen 
wir mit (15) gleiclizoitig die ltecursionsrormoln dor vorlier als sclion 
bekannt vorausgesetzten tibrigen Jteiben in dom Integral (if -|- l/" 
Stufe und kbnnen dalior das liosuliat aussproclmn: 

Die Iteihen in (1 = 0, 1 ,.. ., d) chics sh a yciiorh/oi Julctjntls 
(6 + l) te Stufe 

y ~-. T : + (j) i’a—l log x + • • • 4" 4’q l ,> g" X 

• 2 

folgen bezw. den liecursionsformeln 

F { ti = 0 g- O, 

WO 

■: '■ ¥ka <h' } H-1 <\( | i ' I * * * I <hk*'k 

der in Artihcl 6 gdbildde Ansdmek id mid 

tM) 

1 ktt 

aus i\ a (lurch eine } in Jkzug auf die c nitr symholisclw, dturh Avvente 
angedetiide l-[ache Differentiation nach a hervortjehL 

00, Zugeli<5rigkeit logarithmonbohnftetor Integral© sm den 
Wnrzeln dor determiniorendon Gloiohuug. Bildet man die Recur 
sionsformel ( 15 ) fur k «=> a, ho reduciort sicli dieselhe auf 

(16) Uaa^a + (j) ^ ‘ ‘ ‘ H“ "* a R , 

wo aaa die zu % «» 0 gehorige determiniorende Function, d tm , ,... 

deren successive Ableitungen nacli a sind. Das Integral (2) Hcdlte 
nun zu dem an irgend einer Stellc stehenden Kxpononten a wirklich 
gehoren. Stcht dieser an erster Stellc, so sind also 

Ca = f s v, Ca Cot 6=3 * * ~~ C (t secs U ? 

folglich muss dann nach (16) a aa 0 sein, d. b. der Exponent a 
muss eine Wurzel der zu x = 0 gehorigen determimerenden Ulei- 
ebung sein. 


<!,«•> ®* + (?) log .r -J--|- log".r V r„r' 
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Gehort das Integral (2) dagegen zu dem an y tor Stelle stehenden 
Expouenten a, so ist 

(17) + 0, c*-* = ci' T - y - 1) ==... = = 0 . 

Bildet man also in diesem Fall das durcli (y — l)-fache Differentiation 
nach u EE log x aus y hervorgehende Integral 

1 ._... 

a (c — 1) . . (<y — y +2) du 7 "" 1 

=•= Ipa—y+t + (° ~ 1 + 0 log « H- \og°-y+ l X , 

so gehort dies wieder zu dem an erster Stelle stehenden Exponenten 
a . Die der Gleichung (1C) entsprecliende Gleichung lautet 

(16*) a aa tt~^ + ( a ~ y 1 + + •• • + aiV r+1) c a = 0 

und crfordert in Rucksiclit auf (17) abermals das Yerschwinden von 
(latz* Bildet man alsdann das durch (y — 2)-fache Differentiation aus 
y entstehende Integral, so lautet fur dieses die den Gleichungen (16) 
und (16 a ) entsprecliende Gleichung 

(1G 1> ) (hwCa ^ 4“ j ^ Ct'aaCa Y ^ -f- • • • -f- Claa = 0, 

welche in Rtieksicht auf (17) und das aus (16 a ) gezogene Resultat das 
Yerschwinden von a aa erfordert. So weiterschliessend erkennt man, 
dass, wcnn y zu dem an y U]X Stelle stehenden Exponenten a gehort, 
die Gleichungen 

(t iXa = 0, (laa ==:: C, . . Clixa 0 

erfnllt soin miissen, d. h. dass dann a mindestens y-laclie Wurzel der 
zu x *=» 0 gehbrigen determinierenden Gleichung sciu muss. 

Wir haben also das Resultat: 

Worm das Integral 

V : + (?) -1 log - \- % log"x 

su dem an y 1 " Stelle. stohenden Exponenten a gehort, ist a mindestms 
y-fache Wurzel der zu x = () gchorigen determinierenden Gleichung. 

Daws uiugekelirt bei einer Stelle der Bestimmtheit x = 0 zu einer 
y-laehen Wurzel der determinierenden Gleichung y linear unabhungigo 
Intograle gehoren, bei denen dieser Exponent bezw. an der 1*°", 
2 U ’“, . .., y‘ ou Stelle steht, wiason wir bereits aua dem vorigen Kapitol 
(Art. 49). 
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Cl. Berechnung der Koiheneoefflcionten nus dor Koeursions- 
formel. Wir liaben nunmobr zu untersuchen, in welchor Weiso sich 
die Coefficienten aus dor Rccursionsforinol (IT)) bomdmen, wonn 
wir die samtliclien Coefficienten 

c , c', ,c*'-0 

in dem allgemeinsten Integral o tor Stufo wiodor ale bekamit voraua- 
setzen, insbesondero, ob be/.w. unter welclien notwendigen uiul hin- 
reichenden Bedingungen sicli endlicbo Werte ffir dieaelbon orgeben. 
Hiermit ateht daim uach Art. 58 die Convergent der Roilio tl<„ lest. 

Wir bemitzen dabci dieselben Bczoielmungen wio in Ivap. II, ver- 
steben aber unter a jetzt gleicb die kleinate Wur/.el (rx) der gatizen 
Gruppe g , sodass 

a(=in), 0, v( n) 

die .samtliclien von einander verschiedenen Wurzeln der gunzen Gruppo y 
sind. Bildct man dann die Itecuraionsformel (15) ftlr kce + 1, 
a + 2,. . . — die fur h — a entstehendo Gleichung onthalt ja infolge 
des Verschwindens von a a a gar kein —, so fithrt von dor ftlr 
k = v + 1 gebildeten Gleichung an jede cin neues ein and zwar 
multipliciert mit einem von Null verschiedcnen Coefficienten. lirgiobt 
also das vorangehende endlicho System von v — a Gleiehungon i'tir 

C u ) (it -f- 1 ; • * * ; ^ r~~ 1 

nicht nnendlich grosse Werte, so gilt dasselbe von alien nueli dom 
vollig willkurlich bleibendcn c^ 0) folgemlen , win weit man aueli 
geht. Wir luiben also nur die Bedingungen dafilr zu Niudien, dans 
jenes System der v — a Gleiclmngon seinen Unbekaunten keino an- 
endlich grossen Werte erteilt. 

Fiihren wir zur Abkiirzung die Bezeichnung 

h- ■ f!:; - j<t', <*• «+>,«+»....) 


ein, sodass die h k linear und homogen in don als bekamit voraus- 
^ gesetzten Coefficienten von ^ 0 , sind, so lautet jenes 

Gleichungssystem 



&a+2 




(o) | 

ea+2, (*Cu -p -f 2, «+ 1 1 “T 


,(<») 


(o) 

T «r-f 2 <'« j y 


I ^r—1 &v—l , aC u ~f" «-j-L ( \t-\ I + * “j" (t\~ >• i 4 \ 

l Th — ttvacit ^ -f- 4” ‘ -f- <l v> _ 16 *^ 1 .i 
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und imtersclieiclet sieli also von dern System S oder S a v im Artikel 12 
nur dadurch, dass an Stelle der e die cW und an Stelle der Nulien 
links die h getreten si ad. Wie wir aber dort nacli den Bedingungen 
Iragten, nnter denen nicbt alio c, insbesondere c a , Null sind, fragen wir 
jotzt ; enter welelien Bedingungen die c ( °), unci zwar zunachst c#\ nicht 
unondlicli grosse Werte erbalten. 

Die Deterruinante des Systems 2J oder S uv ist dieselbe wie die von 
N oder S a v 7 namlieli 

■l\f, )i rr~: 1)^ p . JDp y • . . y 

unci daher 4*0, wenn alle Determinanten D ix p ? T)p r , ... D flf 4= 0 
sintl. In diesom Fall liefert also 2 nur endlicho Werte der samt- 
lielien Unbekannten, und wir sind schon am Ziek Im entgegen- 
gesetzten If all ; der also insbesondere dann eintritt, wenn zu einer der 
Wurzoln a, [5,... 7 (i ein Integral erster Stufe geliort, miissen wir noch 
genauer auf das System eingehen. 


Dio Ooefiicicnten .. 


konnen 


Ja) J <r \ >) 

’ • } G(j -1 , (^tf-|~ l • • • y Cp—,1 

nur dann unencllicli werden, wenn einer oder melirere der Coeffi- 
eienten 


VU y 






uneudlieh werden; demi jene sind lineare Functionen von cliesen und 
don end lick on Urossen h mit enclliehen Ooefiicicnten. Es konngt cles- 
hnlb Air unsere Frage nur auf die Werte tlieser letzteren 6‘F) an. Zu 
ihrer Bereelmung konnen wir das System 2J wiecler durcli ein anderes 
ersetzen, welches nur nocli die Unbekannten , cfp\ ... ; c^P entliiilt 
und dir ihre Werte dem System 2J [‘equivalent ist. 

Zu dem Dude verlahren wir genau wie im Artikel 13. Fur das 
>7. oder 


Teiisystem ^«p 


•f hft 


h _ 7/ u n 

**ve- J*l * u -{> l, it ; 

besteht die Iclentitat 

(IS) (4-1-1, p 74-l-i, it 4~ p 7 (T ?/+a, «« + 

sedans, womi man noch zur Abluirzung 

c4^i, ph it .\.\ + ^4-fii, ph {t +« 4.4” dpphp 


£ pit 




**P? 


Hu, 


setzt, aus 2J tt p durch Composition der einzelnen CJeiclmngen mit 
l , /V; (4*}-2, /V ; • • •) dp p {01 gt 

(ID) — 

Da aber dpp \ 0, lolgt aueh umgekehrt aus 
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7^ = 2^,uud (10) 
die Gleichung 

h fi = I<X . 

Das Teilsystem £ a p ist dalier dem System iiquimle,nt } welches ans 
entstehtj wenn Gleichung hp « durch (1.9) erseht wini 

Indem man mm in dieaer Weise genau wie in Artikel 18 waiter- 
schliesst, gelangt man m dem Reaultat 

Fur die Werte der Goefficientcn ,..., ist das System 


K-i 

II 



1 Hay = WHatfly 

■;l 


& 

II 

:l- ; | 

-1 ■ r ( ‘° A I) 

... I l u J 1 , r „ i f^ (■ 


ctllein dem System 2J dquivalenL Daboi sind wie U tt y auch JI ay9 .. JI UV 
linear unci homogen in den h, also linear nnd homogen in den Coef- 
ficienten der Reihen *^ 0 , f t ,.. —i. 

Yon dem System (20) behalten wir nun die erste Gleichung, die 
nur noch e ^ enthalt, (19), zurilck und knllpfen an dies tibrig bleiben- 
den Gleichungen dieselben Betrachtungon wie vorher an die unend 
liche Reihe von Gleichungen, die die Recumonstbrmol (15) lieferte: 
Sind in alien folgenden Gleichungen (20) die lei'/ten Coefiieienten, 
cl. h. Dpy, D y j,. .., D iUy + 0, so drilcken alio diene Gleichungen nur 
cjj'\ Cy } '\ .. ., cfP durch e^ und die endlichon Grosseu // aus; ftlr den 
Wert von $ aber ist dann 
(19) //, [/y ==C, ( ; ,) .A <( y 

allein schon dem System U aquivalont. — AndernfullH sei etwa D V( 
von D /tv aus gereclmet die erste der Determinant en J ) ft ,, , !) i)() 

die versehwindet. Daim liisst man die lelzten <ler Gleichungen (20) 
nach der mit D (i * encligenden oinfaeh weg, weil sie nur die in ilmen 
neu auftretenden cO) durch die vorangehonden und durch die // huh 
drilcken, und hat danach zwischen den Unbokannten 


ein Gleichungssystem das dem System 2J genau analog gebuut 
und demselben. filr die Werte dieser Unbekannleu zuHamimm iuii (10) 
aquivalont ist. Mit 2/ verfahren wir mm genau wie vorher mit U f 
erhalten also cine nur Ca } onthaltende Gleichung 


(19') 


D\ 


i/'sesa 
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w. ganz analog wie in Art. 14. So erhalten wir schliesslich das 
bungssystem 

Ba? = of Dap 

3' 

>H (m) — cf D ( "\ 

es nur noch cf enthdlt , aber fur dessen Wert deni System £ aeqid- 
t ist. Die Grossen D rechts sind in bekannter Weise aus den 
mten Grossen a ks zusammengesetzt ; die 3 links sind linear and 
>gen in den Coefficienten c, c\ ..., welclie in den Reihen 

illgemeinsten Integrals 0 ter Stufe auftreten. 

Die Gleichungen (21) ergeben uns nun unmittelbar die notwen- 
l und binreicbenden Bedingungen daflir, dass cf niebt unendlicb 
Sobald namlich in einer dieser Gleichungen der Coefficient 
$ reebts Null ist, tritt als Bedingung das Versehwinden der 
3er linken Seite stehenden Grosse 3 auf. Die gesuebten Be- 
mgsgleichungen, die wir kurz mit B a bezeiebnen wollen, ergeben 
daher als lineare homogene Relationen zwiseben den Coefficienten 
leihen in dem allgemeinsten Integral 0 tor Stufe; es sind also 
hungen, denen die in dem allgemeinsten Integral <? ter Stufe ent- 
nen willkiirlicben Constanten genugen rnussen. 

Die eventuell ubrig bleibenden der Gleichungen (21), in denen 
Coefficient von cf nicht Null ist, zeigen dann gleicbzeitig, ob 
lotwendig den Wert Null erhalt, oder eine bestimmte- lineare 
)gene Function der Coefficienten c, c',..., c^— 1 * wird, die niebt 
iedes Wertsystem der unter diesen willkurlich bleibenden Null 
— Sind in alien Gleichungen (21) die D rechts Null und die 
is entspringenden Bedingungsgleichungen 3 a samtlich erfiillbar, 
ird also durcb das ganze System (21) und folglich £ gar niebts 
cf ausgesagt, und cf bleibt somit willkurlich. Das Verschwin- 
dieser samtlicben D in den Gleichungen (21) stellt aber nach 
:el 14 (12) die notwendigen und binreicbenden Bedingungen daflir 
dass zu a(=.r{) ein Integral erster Stufe gehort. Nur in diesem 
also kann cf auch dann nocb willkurlich bleiben, wenn sekon 
alle willkurlichen Constanten in ip 1 ... tpa—i verfiigt ist. 

Bei dem tfbergang von dem ursprunglieb vorliegenden System £ 
m Gleichungen (21) sind allmahlig samtlicbe Ca\. i, <$+ 2 ,. . i 
fallen, aber auf zweierlei sebr versebiedene Art. Die einen, weil 
sicb zufolge dem System £ oder einem der spater auftretenden 
une nur durcb die vorangebenden d a) und die h y bezw. 3 aus- 
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driickten, sodass sie nur unendlich werdcn konnen, wean ernes dieser 
vorangehenden d 0) imeiullich wtirde. Die andern, - wie cv (<,) in dem 
ursprffngliclien System, — indem sie in einem dor an Stelle von 2J 
tretenden Systeme erst in dor letzfcen Gleudiung auflroUm kbnnten, 
durch Verschwinden ilircs Cocffioiontea thafsacdilich aber von Holbsl; 
aus dem ganzen System ausfallen. Diese letzlereu bleiben daher 
vbllig willhurlich. (Dies ist ubrigcns aueh von anderer Seito her oiu- 
leuchtend: diese c^ sind ja nacli Artikel 15 gcrade mil demselben 
Index behaftet wie diejenigcn c dort ; welchc aueh bei den lutegralen 
erster Stufe willkiirlieh bleiben, also aucb als Anfangseoenicionien von 
reihenfbrmigen Integralen auftroicn. Addiert man aber zu einem be- 
liebigen Integral (0 + l) tor Stufe 



Integrate erster Stufe, die mit willkiirliclicn Coefiicionton anfangen, 
so bat man immcr noch ein Integral (0 + .1 ) tor Stufe, in welcliem bei 
tyo eben jene namliehen Oocfficienten willkiirlieh sind.) Wir sohen also 
aus dieser tlberlegung, dass von den Coefficienten 1 ? • • u -1 
einige willkiirlieh bleiben konnen, alle librigen sicb linear nnd homogeu 
durch Ca J) } durch jeno willldirliehen und durch die h bezw, II aus- 
driicken, sodass, wenn cP nicht unendlieli wird, juudi kein anderrs 
dieser unendlich wird. Die Bedingungen ./>„ sind demnaeh solum 
die fur unsere gauze Frage not wend igen und himviehenden. Sind 
dieselben nicht erfiillbar, so giebt es also kein I liberal der (tf -1- 1 ) 1,,a 
Stufe in der betrachteten Gruppe. 

Die Ergebnisse dieses Artikels fasson wir IblgendornuiHHen zu- 
sammen. 

Die notwendigen und hinreichenden Dedinguugen If dafiir, dass dir 
liecursionsformel (15) fur die Coefjieienten dvr Ilvihv i(\ } vndlkhv Werte 
liefertj ergeben sick aus den Oleieh ungen (21 ) und sind (Ueiehiingen , 
denen die willhurlichen (Jonsianten des allgemeinsten Integrals o u ' r Stufe 
unberworfen werden miissen. Dann und nur dann } warn dieselben erfiill- 
bar sind 1 cxistiert ein Integral (tf+ l)* ,r Stufe. Die aueh naeh Verfiiguug 
uber alle willhurlichen Constanlen in f {)) .. ^ (l _, nock leillhiirlieh bleiben - 

den Coefficienten von sind mit denselben Potenzen van x nudtiplieiert 
wie die willhurlichen Coefficienten ernes logarithmvnfmen Integrals . Alle 
anderen Coefficienten von ip 0 sind linear mid homogen durch diese, leillhiir 
lichen und durch die Coefficienten der Itrihen ^ ,..., t aus - 
gedriicht. Die so bestimmte Jteilie i/j 0 isl in dir ganzen l hngehung II des 
Punhtes x = 0 convergent 
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J2* Das allgemoinste Integral einer Gruppe. Nunmelir sind wir 
ewitz aller Mittcl, um die allgemeinsten Integrale der einlaelnen 
b eudlich das allgemeinste Integral der ganzen Gruppe wirklich 
stellen, 

Us sei jetzt 


?/o 





C k X k 


illgemeinsto in die Gruppe F gelidrige Integral erster Stufo, 
os man naeli Kap. I, II, III ermittelt liat. Die Ooefficicntcn c k 
linear und hoiuogcn von etwa ?/ () clerselben abliiingig, die willkttr- 
jleiben (s. Art, 15), und die wir (lurch die Zeichen 

(i fl /i 

l/ 01? • • > l '0v o 

dors liorvorlieben wollen. Infolgedessen gicbt es genau v 0 linear 
ningige Integrale erster Stufo mid nicht mehr. Giebt man niim- 
len v {) willkilrlielion Oonstantcn der lleihe nach die Wertsysteme 

1 0 ... 0 
0 1 ... 0 


0 fl ... 1 , 

lullt man linear unabhiingigc lieihen, weil sie alle mit ver- 
lenen Exponentcn beginnen. Mehr als v () komien aber niclit 
eren, weil sonsfc cine lineare homogene Vcrbinclung derselben mit 
(irlichen Ooeflieienten melir willkurliche Oonstanten enthielte als 
llgcmeinsto Integral erster Stufo. 

1st also v 0 <= X } so besitzen wir in (22) bereits das allgemoinste 
ral der Gruppe F, weil diese X linear unabhangige Integrale bc- 
(s. Art. 48). 1st dagegen v {) < X, so muss es nocli Integrale 
er Stufo geben: 


Vi 


tn + 


tf'ioK f ® 


2&+1V.2 c k x k , 

OO (*) 


.liese zu bereehnen, setzen wir in 

l-'ku • a C u + * ' • + (hk^k 

4“ + * * • + (hk^k — G 


lie c die Coefllcienten von ^ 00 aus (22) ein, erhalten claim die 
lgungsgleielnmgen B x dafiir, class sich fUr die c enclliche Werte 
>en und besohranken diesen Gleichungen gemilss die willkurlichen 
tauten Got, . . Co„ 0 von </' 0o — was sicher moglich ist, olme class 
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alle O 0 *= 0 gesetzt werden, da es Intograle 2 tur Stale giobt. Es mogen 
darnach von jenen v 0 willkiirlielien Gonstanton in noch v x (0 < < v {) ) 

willkiirlich bleiben, die wir mii 

On O 12 ... Oi Vl 

bezeichnen. So entstelifc aus die in (2ii) sehon mii ^ l0 bezeieh- 
nete Eeilie, in welcher samtlicbe Ooellicienten r* linear and homogen 
von den v x willkiirlielien Ooeflicienten On .. . (\ Vl abhiingen. In der 
Eeihe ip u abcr bleiben mudi dem vorigen Artikel die und nur die 
Ooefficienten willkurlieh, welche zuglekdt ills Anfaugseoeflioienten in 
Integralen erster Stufe dienen kbmten, and die wir deshnlb winder 
mit denselben Zeieben Cot . . , Go»- 0 belogon. Die (kudTieieuten von 
im allgemeinsten Integral zweiter Stale wind also linear and homogen 
von den v 0 + willkiirlielien (Jonstunten 

Cut, ( 02 , • ■ ( 0»' o 5 Onj ( } .. ( \v t 

abhangig. 

Geben wir alien Cons tan ten der erstoren Iteibe (ot • - • Cy,. 0 den 
Wert Null and den On .. . G\ Vjl v { verBcbiedeae Wertsysfceme, deren 
Detcrminante ist, z. B. die Wortsystemo 

l 0 . . 0 

0 1 . . 0 

0 0 .. I , 

so sincl die Coeflicienten von log x in den v x Integralen and damit 
die v x Integralo sclbst linear unabliilngig. Wir erhullen also dudurrh 
v t linear imabhangige Integrate zweiter Stale, dareh welehe sitdi unter 
Hmziifiigung von Integralen erster Stale jedes Integral zweiter Stale 
ausdriicken lasst. Da aach die v {) Integrale erster Slate anti diese v x 
Integrate zweiter Stufe zusammon linear unabliiingig wind, weil ebon 
cine lineare Eolation zwischen. Integralen verschiedenrr Stolen in Re* 
lationen zwischen den .Integralen der einzelneu Stolen zeiiallon muss 1 ) 
mid solche ansgesehlossen wind, so besitzen wir jetzt im Ganzen r u -|~r, 
linear unabhangige Intograle. 

1st v 0 + v t » A, so or sell bp Ten wir mit den Integralen erster 
und zweiter Stufe bereita die gauze Gruppe I) amlernfulls muss es 
noeh Intograle dritter Stufe geben 

(24) y 3 -" + 2^ 21 log a? ~f log a x % 

& xh + ^ log ^ 1? c' k x k log^V r k :r k . 

(*) w (I) 

1) S. Anhaug, Zu Kap. IV. Sutz 6. 
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rer Beroclmung haben wir wieder fur ip 21 und 4> ao zunachst die 
n V'u un< l 10 einzusetzon und die Reeursionsformel 

Ka = 0 

{oHtimiming dor Coeflicienten c* von rjj^ zu benutzen. Damit 
(’/oeiiicicMiien cndliche Werte orbalten, miissen die Bedinsmngs- 
ungen li 2 erRlllt warden, welche linear unci homogen in den 
Irlichen Oonstanten von und xj\ () , d. h. in 

6V.. 6V 

Urn das Letztere hervorzuhcben, schreiben wir fur den Augen- 
die symbolisehe Bezcichnung fur dieses Gleichungssystem aus- 
dier in dor Form 

^(6^6,). 

ist 

^( 0 ; 6 ;)+^( 6 ' 0 ? 0 ). 

die linken Seiten der Gleichungcn lassen sich als Summen 
wei (Jliedern darsiellen, in deren einem die siimtlichcn Coi-..Cq V o7 
*en anderem die sihntlicdien On .. . Cx Vl gleich Null gesetzt sind. 

. man aber in '^ I() Hiimtliche On ... Ci v , gleich Null setzt, so ist 
se Reihe identisch Null, und die filr y 2 angesetzie Form redueiert 
inf die einos Integrals z wei ter Stufe. Folglich miissen die Glei- 
;en B t (6 r 0 ,0) mit den Bedingungen B t identisch sein und filr sich 
' warden. Damit claim aber die Bedingungen B$(C 0 , Cf) erfullt 
miissen die Cn...Ci,. l also den Beclingivngsgleiclmngen li 2 (0, C\) 
;en, in denen sic allcin miftrdcn. 

)ass die Gleichungcn lh 2 (([ )} 0) : B { von den Oonstanten CV... Cq Vo 

ie mit (Ju . .. (Jt Vl bezeichneten willkiirlich lassen, wissen wir ja 
a aus der vorangehenden Betrachtung. Dass diese (J gerade in 
a allgemeinsten Integral dritter Stufe willkiirlich hlciben miissen 
nur diese, erkennt man aber auch in anderer Weise. Die 
. (J i t , x sind ja die willkurliehon Ooefficienten in der mit log x 
plicierten Reihe des allgemeinsten Integrals zweitor Stufe, welches 
zu dem allgemeinsten Integral dritter Stufe hinzufiigen kann, 
dieses zu ibidem. Es kbnnen aber ausser On .. . Ci Vl keine 
en Ooefiieienten in rjj n willkiirlich bleiben; denn macht man in 
allgemeinsten Integral dritter Stufe durch Nullsetzen seiner 
Irlichen Ooefiieienten zu Null, so bleibt ja ein Integral zweiter 
, bei dem die mit log x multiplicierte Reihe nicht mehr will- 
:he OoeHieienten enihalten kann als beim allgemeinsten Integral 
sr Stufe. 
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Die Gleicliungon Ji a (0, 6\) mUssen mm erfiillbar soiii, ohno dass 
C n = C 12 — • • • = 0i Vl = 0 gosetzt wird, weil sonst gar kom Integral 
dritter Stufe existierte. Es mogen ctwa ?\» you ilmen willkilrlieh 
bleiben, wo 

0 < v % < v x , 

wiihrend die fibrigcn linear mid liomogen dureb sie ausdruokbur sind, 
Diese v 2 Coefficienten in ip 2i) bezeichnen wir mit 

/1 fl /i 

1 iM ( f S>r., • 

Die Coefficienten von f 2i sind daher linear und homogen in den will- 
kiirlich bleibcnden Oocflieientcn dieser Reilie Cn . . . ( - 1 und in don 
On ... 0% v% . Von den Coeflicienten von ^> 0 bleiben v {) willkiirlioh, 
die wir wieder mit den Zeiehen (\n - - . ( o»* 0 belogen, wiihrend alio 
fibrigen linear mid liomogen dureb diese, durch die (\ { . . . (\und 
dureb die Cat • . . C\> Va ausgedruckt sind. 

Sotzt man in dem allgemeinslen Integral dritter Stufe (24) die 
C r 0 und die 6* = 0 und giebt den. C n . .. C r 2 „ a der Roiho nach die v 2 
Wertsysteme 

10.. 0 
0 1 . . 0 

0 0 . . 1 , 

so hat man v 2 linear uuabhangigo Integrals dr it bn* Stufe, dureli Welolte 
unter Hinzunahme von Tntegralen zweiter und ersler Stufe jrdrs In¬ 
tegral dritter Stufe ausdruckbar ist. 

So gebt man weiter, bis die Zabl der linear unabbangigen In- 
tegrale in der ersten, zwoiten, dritten, u. s. w. Stale zusauunen den 
Wert X erhalt. Man mbge so zuletzt zu Integraleu (/ ~f~ l) 1 * 1 ’ Stufe 
gelangen. Ist dann 

(25) yi E.:f fyu -f- ^ i. .1 logx* + * * ' ~{~ tyu) log Or: 

das allgemeinste Integral (l -j- 1 ) tor Stufe, so sind 

in die Coefficienten On 9 ... 9 d lVt 
in ip n „ „ 

i'U ll> tl „ „ Co l , 

willkilrlieh, und in jeder der Reihen sind alle ilbrigen Coeflicienten 
linear und homogen durch die in ihr selbst und den mit hoheren 
Potenzen von log x nmltipliciorten Reihen entlialtenen willktirlichen 
Coefficienten ausgedruckt. Da v 0 + v x + v 2 -1- v t = A, so besitzen 
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u clem allgemeinsten Integral (l -j- l) tor Stufe zugleich das all- 
nste Integral dor ganzcn Gruppe F Wir erhalten daraus die 
neiiLsten Integrate der niedrigeren Stufcn, wenn wir samtliclie 
ww. aueh noeli samtliehe Oi_i u. s. w. gloicli Null setzen. 

Air konnen dahor das Ergebnis dieses Artikels dahin zusammen- 
1 : 

fn dem allgcmeinslen Integral der Gruppe F 

Hi - + (i) i-i log•* H- h i>io log** 

die (befjkimtcn jeder lieihe Uncare homogene Fundionen der in 
ml in den fohjenden J lei hen willhiirlich Ueibcnden (Joeffidcnten. In 
eihen loiWdirlic/b die n 0 (heffidenten Got ... F 0>V) derjenigen Votensen 
die Anfangrpolemen von Jnlegralen ersler Stufe scin loonnen, — 
i die v { (hefjieienien On . . . (4 .derjenigen Fotcmen von x, die 
ngspotenmi der mil log# nmUipUcierlcn lieihe in Jnlegralen mdter 
win /tinmen, u. s. w. Fur die Za/den v 0 , v l9 ...,vi besteht die 
hung 

v {) > > • • • > vi >0 

lie (lldelumg 

*'» + '*'l + 7/ 2 + * * * + Vi = l . 

(};{. Folgorung aus dor Rooursionsformol. Aus der Gestalt der 
rsionHlbrinol (15) konnen wir munnelir noeli cine interessante 
;ntng ziehen, die von erhebliclxem Yorteil ftlr die praktische Be¬ 
lting der Reihen in logarithnumbehaltutcn Integralen ist. 

In (bun allgemeinsten Integral (for Gruppe V 

Vi 4'u "I - (',) </v -1 lo g* H.+ ] °'A' X , 

'/’/ v jZ ( ' k '^' t,k u " ' r *' r * 1 ‘’••• ) > 

Kk) 

t» 0,1, . . t) 

ui die Ooeflioienten 


{ ' r k* 


l? * * 

* 1 

r 

( ' r v 

(: n+ 

1,. • 

* ) *r x 

,.w 

<r V 

A!) 

<r ? A 

<1, • 



n bereehnet sein. Dies ist in den beiden vorangehenclen Artikeln 
ihrlich entwickelt worden mid erfordert nur die Auflosung einer 
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endlichen Anzahl von linearen Gleiehungssysiemen, deren jedes cine 
endliche Anzahl von Glcichungen cnthiilt. Unter den e n . . . sind 
vi willkurlich, die mit Cn, bezeiehnot warden; die iibrigen 

sind lineare homogene Functionen von diesen. Unter den 9 .... c ri 
sind vj—i willkurlich, die mit 6;_t, a ; C/—i, a,..(v—i,r,bezcie.hnet 
wurden, walirend die iibrigen lineare homogene Functionen von 
diesen mid von Cii.., Ci Vl sind. U. s. w. 

Nun bilden wir die Functionen dor nnbostimmlm Grasse a 






(2(5) | ^*+i M" ; c n'H + c n -M ( a r *) H" * ' 


+ r «> (ff ^ 
n <r A i , 


to (« — 

°n-\ 1 /1 


6a+,,._ a («) ■ 6,., 4- t' n (a — jV) -f 


setzen diesc bezieliun^sweise l'flr 


. ,.«> ( “ O 

■r <v, ,, 


^f* ; C (r . J 1 , . • . , ('( 


in die liocursionsformel 


— 0 


mit unbestimmt bleibemlom a oin and bereclmen dann a,us dieser, 
wenn sie fur h = a + *i ™n + l, « + ^ n + 2,... gebildet wird, 
die c mit diesen Indices, fiir die wir abor auch die Bozeiehnung 

0,(«) 

beibehalten. Die mit diesen C^flicienten g(d)ildete Reihe, fiber deren 

Convergent wir natiirlieh nichls wissen, bozeiehnen wir dundi 

_ 

(27) a) Ck(oc)x h (k -~-.it, <r*|- 1 , .. .) . 

(*) 

Zuniichst erkennt man leieht, dass 

(28) n ). ^/u(a:). 

Denn setzt man a = n } so wird nach (26) 

(2J) ■ - Cy x , Cr^li^x) r. ” i ; • • «, *V, J 

alle folgenden 6* (a) sind aber dureli diesc r t - + 1 vorangehen- 
den vermittelst derselben Glcichungen ausgedruckt wie die r* (lurch 
c n , .. c ry , sodass allgemein G*(n) -• 

Durch Differentiation der Coefficienten nach a erlnilt man aus 
xp(x,cc) die Reihe 

V d0 ^ * , 

/i (& ns a, a + !»•.•). 
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Setzt man aber hierin wieder a = r ; , so wird 


(30) 

wenn 


2 ( r *) x ' ! = 2 — 4’n(x) , 

w cTT 


Ci(rx) 


: -2^ 
dec 


fiir 


r a = n . 


In der Tliat, nacb (26) ist zunilclist 


(31) 


Cr x (ri) — c n , C;, +1 (r,) — c' n +i , 


o: 


Uni aber ein beliebiges C* (a) zu linden, hat man die Recursionsformel 
Fka == 0, gebildet fiir die C k (u) statt c k , nur nacb cc zu differenzieren. 
Dies ist jetzt nicht bios symbolisch moglich, weil alle C k (a) Func- 
tionen von cc sind. Die aus der differenzierten Recursionsformel fur 
k > « + — n + 1 fliessenden Gleichungen geben uns die Werte 

der ersten Ableitungen der C k (a) von Ca +ri - n +i(cc) an. Da diese 
Gleichungen aber mit denjenigen fiir die c k identisch sind und fiir 
« — n die Identitliten C k (r : ,) = c k und (31) bestelieu, so wird in der 
That allgemein fur jeden Wert von h 

C^) = c k . 


Genau so beweislf* man die Identitaten 

^ C'*(n)x 1 ' c k x k == 4) t3 (x) 


(.32) 


«•) 


w 


2 <?*"(»•;>* =2 ^ 0*0 
1 «■) 


w 


2 c ^( r d^ 2 ^— * 11 (*) ■ 




w 


Wir sehen also, class die Reihen 4>iq, in dem allgemein- 

sten Integral der Gruppe aus ijj(x } a) entstehen, indem die Coefficienten 
dieser Reihe bezw. 0, 1, 2,. . . Z-mal nacb a differenziert werden und 
clarauf cc = r% gesetzt wird. Beachten wir aber, dass die Reihe a) 
ausser in den Coefficienten aucb in den Exponenten von x von a ab- 
liangt, dass 

dx a _ * 

-T— = X a log X 
da ° 

ist, und dass man 

ty(x } cc) rEE Gk^-a{pc)x 7i (*=0, 1 , 2 ,..) 

d) 


Hofftor, nifforentiftlffloiohimgon. 


9 
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setzen kann, wo <lio Bxponoutow vou x in <lor Summc jeta’,1. von a 
uuabliangig sind, so folgt 


(33) 


() i[> (x } a) 
d a 

'(Pip a) 
Win" 


a^ri 


(t e-2 }‘l 


<///! -|~ '</>*() log X 


tna + ^in i log# -I- */'/<> l<»gV 


«) 

. L ()a l ~ «■ n 



I log a: + * ’ ■ i/*io logGr. 


Wir erlialton domnacli dureh /- taebo Differentiation der lieihc* ip(.r 5 e) 
nacli «: mid durcli die Substitution <v —- r* clan allgemeiuHte integral 
yt der Gruppe JT. 

Dasa wir ill)or die Gonvergmiz der von :e und u abhilngigen Reihe 
ty(Xj a) niclits wissen, isi dahei guuz gleichgUltig, da wir die glied- 
weiso Differentiation, d. la die Differentiation der eiiizeinen ( *(«) 
jedenfalls auaftilircn, dann aber eben aus der besonderen Gestalt der 
Recursionsfomielu (15) erscdi Hessen konnen, dans die bo formal i‘r- 
zeuglen Roilien fur a «=-• n in die eonvorgonton lieihen dos allgemein 
sten Integrals <l<^r Gruppe iibergehem Wir baben also das Re.suliat: 

Nach Auflimng eincr endliehm Ansahl mm endlicJivu liuvami Givi- 
chmgssydcmcn bildm wir lediylivh mil Jliilfe dvr einvn Umirsiousformv! 
= 0 nacli (27) die Reihe 

■4<(x, a), 

wclehe l-mat nach a di fferenpivrt far a ~ * r A das allycnit'inslv hilvyval 
der Gruppe F 

df (®) «)1 tj \ 

l()ct i I •" M'/«i log'.'* 


Mit deni allgemeinsten Integral der ganzeu Gruppe V uni fusson 
wir nun silmtliclio Jntegrale derselben, insbesoudero also utudi saint- 
liche Integrate, die zu den einzeinen Wurzeln r t r a .., r A der drier- 
minierenden Gleicliung gehoron. Hutton wir uur eiu Integral uuf- 
suclien wollen, das samtlicho Integrale umfusst, die etwa zu r x r., .., r tl 
(a < X) gelioran, so Ratten wir gonau wie im Vorntohemlon wrfalmai 
konnen, nur an Stelle yon rx, der kleinsten Wurzcd tier ganzen Gruppe, 
die kleinste der zu berHeksichtigenden Wurzeln, r (g) einntdzeii milBsen. 

1) Vergl. Frobenius, Crellea Journ. Bd. 76. (187B) p. 214 ff. t 
S. 222.—* Tannery, Annalea de Tecole normale, 2*»« adrie, t. 4. (lH7f»j. B. Mil. 144. 
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(54, Beispiel. Uoi die in diesem Kapitel entwickelte Bereclinung 
der logarithmcnbchai'lctcn Integrale an einem moglickst einfachen Bei- 
apiel 1 ) zu veransehaulichen, wahlen wir die Gauss'sche Differential- 
gleiehung mit der speziellen Bestinmmng, dass beide Wurzeln der zu 
x = 0 gohorigcn deienninierenden Gleicliung den Wert Null habem 
Dies trifct naeli Artikel 10 ein ; wenn y = 1. Wir betracliten also die 
I )iirerentialgleichung 

(;54) x(x — 1 )y"— [1 — (a + / 5 + l)x\y rj r a Py — 0 

suit der zu x — 0 gelid ri gen Kecursionsformel 

(<h r >) (k cc — 1) (k + ft 1) Ck~~i — Jc 2 Ck = 0. 

Da h — 0 cine Doppelwurzel der determinicrcnden Gleicbung ist, ist 
das allgemeinste Jntegtal der entspreclienden Gmppe JT, welches sich 
hier mit dem allgemoiuen Integral der Difforentialgleiclnmg deckt, in 
der Form 

Vtti 1 4- fxo lo o x 2 e ' k xk + lo s ^ ** 

{k) U) 

anzusetzen. Die iieiho %p H) ist nach der Formed (35) zu borcchnen, 
welche unr c {) willkurlich lasst und crgiebt (s. Art. 23) 

tlA) ' .. Co ^ 7 ft 7 ^ 5 * 

Zur Bereclinung von mttssen wir Forme] (35) nach der in der 
ullgemeinen Entwicklung immer mit a bezeichneten Grosso — in Bezug 
aid' die c nur symbol inch — dilieronzieren. Dieso Grosse wollen wir 
him*, well der Buelislabe a in der Gauss’sclien Differential gleicliung 
noeh auderweitig vorkommt, mit a 7 die linke Suite von (35) demnach 
mit F ka bezeiehnen. Da nun k um cine gauze Zahl grosser als a ist 
mid die Iloeursionsibrmol (35) nur cine sLets eiullich bleibende Zahl 
von Gliedern (zwei) cnthiilt, kdnnen wir in diesem Specialfall einlach 
nach k differenzioren unci erhalten so zur Bestimmung der Coefficicn- 
(■' von Vhi die Formel 

(«Uij F ka (2k a ~j~ ft- 2)ck—i — 2kct 

(/** 4"“ a 1)(& + ft '— I) 1- k" C/c 3=3 0, 

welchc nur v { ' willkurlich lasst und alio andern o' als lineare homo¬ 
gem* Functionen von e {) und r 0 ' ausdriickt, wie es mit der allgemeinen 
Theorio iiberomstimmt. 

Um jedoch i’iir dits Bereclinung dt‘s allgemeinen Integrals y { 


1) Vergl. <la/.u Lohaste in, 

3. ii7 IV. — Vergl. nuch Artikel 1 13. 


1. Math. u. Phys. Jahrg. <18. (1893). 

9* 
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die Metbode des vorigeu Artikels auzuwondcn, haben wir zunachst 
nacb (20) 

0«(<<) <'»+'o n 

zu setzen. Die folgemlen Coel'iicionten 0, l a('0> • • • dor jolzt 

zu 'bildenden Eeihe werden aim tier UocurNioitsibrnitd (df>) 

bereelmet, weuu man darin k «■ -|- 1, <i -}- ... and ((«) stall 

setzt. 

Also ergiobfc sicli' 

V’ ») 


Oo + V fl>“ 


a" JSJ („ . I 


i)i|H 1 » I 

O a • • • (« I /.r 



Differeiizierfc man eirnnal weil ,ja dan gnsucdilo Integral intr zweitor 
Stufe ist - - nacb a, so (blgt 


<) '</> , a) 


r a 


(U :«'■ 


<0 . . . ffH /■• i) , 
~jLi (a + if .. . {a \ kf 


“*1“’ ('» 4“ G) 


f (« -4- a) , 

f a \ (« -| • 


■■((* 
l) 9 • 


. (rt -I- /:)*. 


-I- -I - <«)*" * -I- 


vu« 


a) 


{a 


..(/i 

If . . 


I " I /• 


u 

0* 


| /,•» 


Sctzen wir a. — • 0 mid bezeieltnen die aus der Suninu 1 in der zweiten 
Zeile dieser formed entstchende Itoibe kurz mii 

^1 fit ^ 7 

ho ergiebt sicb das ullgemeine .Integral von (3*1) bed ;t 0 in der 
Gestalt 

(87) ?/r <\)J f X a r i’h b -I-/-I Gg /b I; ^ 

-| r*„/*, 1; .(•) log.r. 

Nacli der allgeineinen Theorie (s. z. B. Artikel 03 Schluss) ware 
bier c 0 mit (J llP c {) ' mit (> ()l identiseh. Setzt man r 0 * 0, so bbdbt in 

(37) in der That das allgemoiriste. Integral ernier Stufe filing; seizt 
man r 0 '**> 0 ? so bleibt ein Integral zweiter Stale, dmvh welches mit 
Hinzunabme des allgemeinsten Integrals <‘rster Stufe jedes der zweifen 
ausdrilckbar ist. Die (!oefficient( k n von ij* w siud linear uud bumogmi 
in c () ■ O ii7 die von in e {) (\ x and e 0 ' <{ }l . 



Kapitel IX. 

Zerlegimg der Integralgruppen in Untergruppen. 

65* Fundamentalsystem von lauter einfacUsten Integralen. Wir 
ill im Artikel 55 die Aufstellung eines Fundamentalsystems von 
gralen fur die Umgebnng der Stelle der Bestimmtheit % = 0 ge- 
)rt, dessen Element© eine moglicbst einfaclie Gestalt liaben, d. li. 
svelchem der Logaritbmus in jedem Element nur bis zn einer mog- 
t niedrigen Potenz aufsteigt. 

Diese Aufgabe ist dnrcli die Entwieklungen des vorigen Kapitels 
sacblicb bereits gelost. Nacli denselben sind wir ja im Stande, 
jede der den einzelnen Wurzelgruppen g 7 g l9 g. 2j . .. der determi- 
mden Gleicbung entsprechenden Integralgruppen T, F ly jT 2 ,... 
allgemeinste Integral aufzustellen. Dies lautet fur die Gruppe F 

iji = log x + •••-)- Tp l0 \og l % 

enthali; linear und liomogen die v Q + + • * * + Vi = A willkiir- 

m Oonstanten 

6oi . . . Cor 0 , Cxi . . Ci Vl) . . . . , On . . Civ L , 

aus l + 1 verscliiedenen Serien bestelien. Giebt man diesen 
>nstanten die A Wertsysteme 

1 0 ... 0 

0 1 ... 0 

0 0 ... 1 , 

rlialt man bezw. die A Integral© der Gruppe F 

3/01 2/02 • • 2/0r o ? 2/11 . * 2/ir, > • • J ifil • • Vlv t , 

ilso das Integral aus y t entsteht, indem C av ^ = 1, alle andern 
stanten aber = 0 gesetzt werden. Diese A Integrate sind linear 
ihangig, da die Coefficienten der bocbsten Potenz von log $ in 
Integralen gleiclier Stufe immer linear unabhangig sind. Da sick 
weiter durcli yoi . . yov a jedes Integral erster Stufe ausdriicken 
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liess, giebt es koin von diesen linear unabbilngiges Integral dor ersten 
Stufe. Da sicli jedes Integral zweiter Stufe durch und In- 

tegrale erster Stufo ausdnicken licss, giebt; oh also kein anderes von 
jenen und den Xntegralcn erster Stufe linear umibhangiges Integral 
zweiter Stufe. U. s. w. Die Integrate ( 2 ) set./,on sieli also aus mbg- 
liclist vielen linear unabbiingigon Intcgralcn erster, dann aus mog- 
liclist vielen linear unabhangigen Integralen zweiter Stale u. s. w. 
zusammen; d. li. ivenn die Integrate e.iner jedm Uruppv. in dersdbm 
Weise bcstimml warden wie die Integrate (2) bei l\ so vrhdtvn wir vin 
aus tauter einfachstcn Intcgralcn susanvmnigcsctrdrs Fiualmnnitalsgstcnn 

66 . Intograluntorgruppon. Untorgruppon hftchstor Stufo 1 ). Die 
zweite Fordcrung, die im Art ike l [>!> aiisgesproeben wurde, war die 
nacli eincm Funclamcntalsystem, bei welcdietn die Uinlaufsrela.ti(>nen 
sick mdglicbst einfacb und ilbemditlich gestallen. Audi hierzu ge- 
langen wir von deni im vorigen Kapitel aufgesiellten allgememsten 
Integral dor Gruppe aus, indeni wir daraus l linear unabhiingige, 
derart in Untergruppcu zusammengefaHste Integrate lierleiten, class in 
die Umlaufsrelation jedes Integrals immer nur die Integrale seiner 
Untergruppo ointreten. 

Wir stellen zuniichst diejeuigen Untorgruppen auf, deren Integrale 
bis zur hbchston, der (l + l) t<,u Stufe aufsteigen, odor wie wir 
kurz sagen wollen — die Unkrgruppcn hbehsier Fhtfc. Zu dem Knde 
gelien wir von den v t linear unabliiingigen Integralen (7 | • h ,rr Stub* 

i)i\) ?//2 p • • -1 thv t 

aus, die wir aber jetzt mit 

fln, Hi *» . • 

bozeiclmen wollen. Si© gelien aus dem allgemeinsten Integral der 
Gruppe F hervor, indem jedes Mai due andere dc*r Doustanten 
Clip 6 T i 2 ,.. ., Ci Vl — 1 p alle andern willkiirlicheii Ckmsfanteu nber () 
gesetzt werclen. Dio dadurdi aus 4 hi 7 4a, i —\>. * -, </*m cmtstehemlcm 
Reihen wollen wir bezw. durch 

«(«) Ji») 

9tt 7 tyip—ip • - <pto 

bezeichnen, wo a bei den Integralen rjn ? 1 ^...^,, bezw, den Wert 
1, 2,..., vi hat. Es ist also 

(3) rii a + Q (ptj-i log x -j-j- (/)%’ log'# 

„ (« “ * j 5* i • « • ? ) * 

1 ) Die Aufstellung der Untcrgruppon erfolgfc bier im WrMimtikhmi nuch 
Jurgens, Crellos Journ. Bd. 80. (1876). S. 153 it 
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Aus jedem dor Integrals erhalten wir nun sofort l andere 
duroli partiolio Differentiation nach log* 


t . 3li a _ t i Pn, a l 

l d log as 1(1— l)(dlogai) a ’ ’ l ! (d log xf 


Von den Intcgnvlen (3) und (4) wollen wir sagen, sie IrUdcn eine 
Ihdm/mppe (t -f- l) u ’ r Shtfe in der Gmppe F und diese Untergruppo 
<lurcli /(„ bozoielition. Dio Untorgruppe F ta lautet also 



Vi-t 

I ' r), ha 

l (JloglV 


1._A/«_ 

i! (diogxj 1 


+ (!) 

f 1 ') 


9$- 1 log X + • * + (pto log l x 

-2 log dH-f- (pw log l ^X 


Oiese Untergruppen habcn mm die folgenden bemerkenswerten 
WigeiischaHien, von denen oblige dieselben wesentlicli von der im 
Kaj). VII aufgesiellten Uruppe F unterselieiden: 

0 Die Integrate drier Unlergnippe sind linear unabhdngig } weil 
jedes Integral log x bis r /u einer andem Potcnz entluilt als alle 
iindern v ). 

2 ) .Die Integrate alter Untergruppen Fta («—!.,2 ; ,;.,?//) sind linear 
■miabhiingig 7 weil die jewoils mit der liochston Potent you log x mul- 
liplieierton Reihen iu deu verschiedenen Untergruppeu 

(1) (2) W 

<p(Q 1 (ptii J • • * 1 (pH) 

linear unabhiingig wind l ). Wir besitzon daher mit den Vi Unter- 
gruppon (/ + l) tof Hlufo ,f] a sclion (7 + 1) v i linear umiblumgig© in 
die Gruppo F gehorigo Jntograle. 

H) Jede Untcrgnippe (l + l) tor Slnfe F la fiihrt nnr l + 1 verschie- 
iteue. Iirihen ah (Joefficientm (ter ..Volenpen von log x ein } sodass die fur 
die Gruppo V iu Artikel 512 abgeloileten Relationen bei den Unter¬ 
gruppen die denkbar einliichsic Gestalt annehtnen und aus (5) un- 
mitielbar abzulesen sind. 

4) Die lImlaufsrdalionen filhren jedes Integral einer Untergruppo 
Fi a tit Une lineare homogene Function von sick selbst und den in seiner 
Untergruppe folgenden (bezw. bei umgekohrter Iteihenfolge der In- 
tegrule (f>) vorangehenden) Integralen mit explicite angebbaren 


l) H, Anhang, Zu Wap. IV. Salz f>. 





13G 


Kapitel IX. 


| (•>(>. (57. 


Cocfficienten iibcr. Demi mudi Artikol HU Formed (G) iat ja liir oin 
Integral (0 + l) tor Stute y 

y _ ± !*i t)y , (2«i) a _ ()*jf I . . . I (-«•*)" r '"U 

~ - - y "T j 2 log x ' 3! (2 log :>’)* «'! (f■ log. 1 ')'’ 

Also lauten dio UmlmifmlaUmm dcr Integrate van 


( 6 ) 


1 - , 2 iti bv 

VtaVia -T 

co l 1 2 log a; 


H- 


{'irti) 1 


0 >h„ 


f'Vta , 2 *» _ 

\ ‘ ,■" /; 1 In</ r y-i \ 


1 V'hut _ r .. _ 

} m t d log a* d log a: r W h'i*) 


II (r log ;r) / 

(/ l)! {}) l 0 g. 1 V 


(-wiV 1 h t n h 


,,, . 

k w i (0 log &V (# log .r/ 

67. Aufstellung dor itbrigon Untorgruppon. Mil don (7 * | l) r, 
Integralen der Untergruppcn la, fia,..., I\r L bcsitzen wir aber itu 
Allgemeinen erst weniger als A linear unabliiingige Intcgralo d<»r 
(iruppe r, es sei denn ; class 

V() = = r a = ■ • - ~ 

ware, in weleliem Falle sei urn (1 -f- 1)7'/ A isl. Alsdann hiilleu wir 
die Gruppe F reprusenticri; (lurch A linear unabliang-ige Inlegrale, die 
in Vi Untergruppcn (l + l) U:r Stu lo gesouderl sind. 

Sind dagegen niclil alle v ei minder gleich ? so wollcn wir an 
nolinicn, dass sclion 

v/-1 ;> vt 

sei und noch die Bczeichnnngen 

(7) fa V h Pi -1 Vl^l - ’ V h /'/ * r, 

G> * * ; t 

einfilhren, wo alio p also positive gauze Zahhrn oder Ntill sind. Nun 
setzen wir in dem allgemeinsten Integral dcr Gruppe F (\) die saint 
lichen Constanten 

Co, Of 0, 

sodass sieh das Integral auf die i lu Stulls redueiert, Vtm den (on 
stanten C^_i setzen wir diojenigen vi ebenlalls gleich Null, writ-lie in 
ipn mit densolbon Dotenzen multiplieiert sind wie in 

Den i/*_i — v t hj p<-i ubrigen gebon wir die Werinysteme 






Zerlogung tier Intcgralgruppen in Untergruppen. 

1 0 . . 0 
0 1 .. 0 
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0 0 . . 1 


unci mbgen dadurcli aus 


'i } u > 4’t, i—i) (y) 4*1, i—a ? * * • ? (^ j) 4 J i i 

bezw. die Reihen 

(a) //— 1 \ go (l — 1 \ go GO 

<]H~ t, ^ t / fD — i,«—a> \ y j <3^ — 1, z~s> • • • ? <JH— i, o 

^ ^ t -1 • • "t i — i ) 

erlialten. 

Die i. Lieihen fangen dieser Constantenbcstimmung zu* 

lolgo jedc mit einer audern Potenz an und aueli mit andern Potenzen 
a,Ls die lieihen 


in den Untergruppen I \ a . Die ^ + Hi—i lieihen* 

' ( p\i) 1 • -j • • *i (*i} ? </V ^l,o ( ,f 1 j - > • d 

si ml (labor linear uuabhangig. 

I )io fi e i Iniegrale Z ior Stufe ; die wir so gehildet hahen, bczeich- 
non wir bezw. mit 

yt~u*) * • *?^-g 

Aus jodom derselbon leiten wir clureh DiJlbrentiation naedi log a; Z- - 1 


w I 1» 


1 (tr h' i,« 

/ l * log.r 


n so 

die ff|„. 

- j, Unter 

■gruppen V 01 ' 

tf^i,, 


1\ O') 

) Vt .-i,« 

alog.'B-S”* 

(III 

<J>1 1,1 


1 )</>/■ i,i 

.|- 


<"> a. 




i,.< (<0 

/ * 'V M- 


\{f i)! dMog.ry 

Die I a: i Iniegrale dm* l Intivrgruppen I) . lj( , sind wieder linear 
unabhiingig, und rnudi den oben gemaehien Kemerkungen Liber die 
Heilurn </!,'/ und q go gilt dan (Sleiclus von den lutegralen cler Grup- 
Ih‘u l) tt und I) i,„ zusammengenomnien. 1st v t == v*~i, also ^ “ <), 
so erhalien wir keiue Untergruppen P tr Stultg dann sind also sc,lion 
samtliehe aus dem allgomeinBten Iniegral (1) lliessende Iniegrale 
l lvv Stufo (lurch die Integrale der Untergruppen P la ausclruekbar. 
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Wenn nun 

(l -f 1) ft; + lpi—i = A, 

so baben wir also die samtlichen Integrate von F in ft; Untergruppen 
(l + l) ter und ft/—i Untergruppen l tcr Stufe gesondert. Andernfalls 
stellen wir nun ganz analog die Untergruppen (l —l)* 61 Stufe auf, 
deren Zabl vi—% — Vi—\ = ft(_ 2 betragen muss, u. s. w., endlicb die 

v 0 — v l = ft 0 Untergruppen erster Stufe, deren jede. nur aus einexn 

Integral erster Stufe bestebt. Da wir dann im Ganzen 

(l + IV; + l(ii—l + G — 2 + • • • +• -f- ft 0 

== G 4“ 1) v i H - l(vi —i — v L ) -J- 2 (y L — n 2 ) -f- (y 0 — Vj) 

= Vl -f- Vi -1 + Vf-2 -f ‘ ‘ • + + v 0 = A 


linear unabbangige Integrate besitzen, erscbopfen wir also die ganzo 
Integralgruppe F. 

Wir lionnen daber das Ergebnis des gegenwartigen und des vor- 
angebenden Artikels folgendermassen aussprecben: 

1st 

ij t = i>u -f Q 1pi,i-tlogx -(-+ ^iolog 7 ® 

das allgemeinste Integral der Grtyape F und v L die Anzald dor willkur- 
lichen Constanten in tyio, vi —i die der in thn hin&utretcnden, n . s. w n 
endlich v 0 die der in tyn m den vorangehendcn noch hinmtretenden will- 
Mirlichen Constanten, so learn man X linear nnabhdngige Integrate der 
Gruppe so bestimmen, doss sich dieselben in 

pi = v h Untergruppen (l + l) ter Stufe F n r lfil 

= —V, „ V* „ ft-!,!,.., 


g 0 ee v 0 — v x „ i idr „ r 01 ,.., r 0Afo 

sondern. Eine Untergruppe F aa «*= o, i,..o hat die 

Gestalt 

y<xa= <pia + (l) <pa?cc~l log X + * * * + <fao log*X 

Taiog^ — + (*l*) vStf-alog^-1-h log^ 1 « 


1 Plaa 

a! (dlogo;) a 


„(«) 

<PaQ 
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Die Umkmfsrclationen fiihrcn jcdes Integral nur in cine lineare homo- 
gene Verhindnng mit explicate angebbaren Coefficienten von sich selbst und 
den in der Untergruppe folgenden Integralen uber. Die Gesamtmhl 
dor 11ntergrnppen, fi 0 + + * • * + ft* ee:- v q , stimmt mit der Anmhl 
der linear xmahhdngigen Integrate enter Stufc uberein . 

Dio Zalilen (x {) ffc x ... (i t werden spilter von anderer Seite her noch 
oine bcsonderc Bedeutung gewinnen, 

(58. Modifloierte Anfstolltmg dor Untergrappen. Mit Rucksicht 
auf den Umstand, dass in der Literatur liber diesen Gegenstand die 
Untergruppen vielfaeh in einer von der bislier gegebenen etwas ver- 
schiedenen Gestalt auftreton, wollen wir zeigen, wie die letztere aus 
der unsrigen herzuleitcn ist. 

Wir bohalten von jeder Untergruppe F m das Integral hbehster 
Slide 

+ (i) ?>«?,(_. i log+•••-]- log"* 

imveriimlert hei mul bezeielmen dies jetzt (lurch 

f9) paa * 

Ads zweiles Integral noli men wir abor 

(9 ) HtUi Ht*<( tuu ("h tun ; 

wo din ilberstriebenen Functionon wieder die dureli einen Umlaut inn 
x 0 aus den nielli ilberstriebenen erzeugten bedeuten, als drittes 


(9") 


%tta i/ i<it 0)j to j: 

0)j 


COi q«rt) 


u. h. w. Da die Btute clieser Integral© in (9), (9') ? (9") u. s. w. sich 
jVdeHiual um die Kinheit verringort, wie aus den Umlauisrelationen, 
die die Form der Gloichungen ((>) liahen, folgt, so erhalten wir sehliess- 
lich in 


("in Integral orator Btute, das sich von 


* / 

(t) log 


JL<0 

(pai) 


nur dureli einen eonstauten 

Integral ist dalier 

(i"i 


Faktor untorHuheidofc. 


4.“0 

><f < 


W| * 


Fiir dieses ietzto 
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Wir baben also jetzt die Untergruppe F aa zusammengesetzt aus den 
Integralen 


( 11 ) 


*(“) dct — l) , 

beta j baa j • • • j baa; beta * 


Nach (9'), (9") u. s. w. (10) lauten aber die Umlaufsrelationen diescr 
nioilificierten Untergruppe r aa 


( 12 ) 


f(«) - n 

baa = baa 

p(a 1)- da—l) , da) 

baa = baa “T baa 

£a« £«a “f" £aa 

^ £aa :r:r £aa “f" £aa 


(1. li. bei der modifieierten Gestalt (11) der Untergruppe T aa multpliciert 
sich jedes Integral mit a> l und vermehrt sich am das vorlmgehende Integral. 


69. Specialfalle und Beispiele. Im Artibel 53 haben wir die 
notwendigen und hinreicbenden Bedingungen dafiir zusammengestellt, 
dass die ganze Integralgruppe P logarithmenfrei ist. 1st dies aber 
der Fall, so giebt es l linear uimbhangige Integrate erster Stufe in 
der Gruppe P oder die Gruppe F zerfalU in X Untcrgmppen erster 
Stufe . 

Bei einer reguldren Stelle gehoren samtliche Wurzeln der deter- 
minierenden Gleiehung 0, 1, . .., n — 1 in eine einzige Gruppe g. Zu 
jeder derselben geliort ein Integral erster Stufe. Mi thin konnen wir 
sagen: Bei einer reguldren Stelle sondern sich die n Elemente ernes 
Fundamentalsy stems , die sdmtlich m derselben Gruppe F gehoren, in n 
Untergruppen erster Stufe . 

Als weiteres Beispiel benutzen wir die in Artikel 54 behandelte 
Differcntialgleicliung 

(13) x n yW> + H-1- a n y = 0, 

wo a t a 2 ... a n Constanten sind. Sind r x r 2 ... n die Wurzeln einer 
Gruppe y der zu x — 0 gehorigen determinierenden Gleiehung, so 
entspricht jeder einfachen Wurzel n ein Integral x u , jeder y-fachen 
Wurzel ri entspreehen die y Integrale 

X k , x h logo?, .. ., xf h log y_1 ^. 

Jedes der ersteren hildet ftir sich eine Untergruppe erster .Stufe, die 
letzteren bilden zusammen eine solelie y tor Stufe; denn aus dem letz- 
ten jener y Integrale leitet man durch partielle Differentiation nach 
log x die vorhergehenden ab. Wir haben daher das Ergebnis: 
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Die X Integrate einer Gruppe F der Differentialgleiclmng (13), welche 
' Wurzelgruppe g der determinierenden Gleichung gehoren, teilen sick 
- in Untergruppen, dass jeder y-fachen Wurzel (y = 1,2,.. .) 
Jntergruppe y Uv Stufe entspricht. 

Sndlich betrachten wir den dem zuerst erwahnten diametral gegen- 
fcehenden Specialfall, dass n’amlich die samtliclien X Integral© 
Gruppe F eine # einzige Untergruppe bilden, die roithin, da alle 
rale einer Untergruppe verschiedener Stufe sind, X t&r Stufe ist. 
zu r x ( — v) gehorige Integral ist folglicb in diesem Fall das 
;e yon der ersten Stufe. Nach einem Satz des Artikel 16 siml 
aber die Determinanten (wenn a = rx) 

D a fi , Dfiy, • • •, Df.IV 

icb =j= 0, und umgekehrt, wenn dies© Determinanten you Null 
rieden sind, gebort zu keiner andern Wurzel als r x = v ein 
ral erster Stufe und bilden daber die samtlicben X Integral© von 
te einzige Untergruppe. 

Wir haben daber das Resultat: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafilr, dass s'dmt- 
Integrate einer Gruppe F eine einzige Untergruppe bilden, bestehen 
, dass Iceine der Determinanten 


/ ? D py,, D uv 


— rx, v = r x und a, (5, y,...,fi,v die samtliclien von cinander 
hicdenen Wurzeln der Gruppe g sind, verschwindet. 

Hiermit haben wir zugleich — wie in Artikel 53 angekundigt 
e — die notwendigen und binreiebenden Bedingungen dafiir, dass 
dem der Integrate (8) Oder (8 a ) Kap. YU der Logarithmus fhatsdch - 
bis zur liochstmoglichen Botenz, ndmlich in y a (<* = 1,2,... ,?.) bis 
[a — l) ton Botenz aufsteigt. Denn wenn das Letztere der Fall ist, 
,n ja die samtlicben Integrale (8) Kap. VII eine einzige Unter- 
pe und umgekehrt. 

Dieser zuletzt erwahnte Specialfall, dass die ganze Gruppe F aus 
: einzigen Untergruppe besteht, tritt insbesondere dann ein, wenn 
: r 2 = * • ■ = rx, d. h. wenn die ganze Wurzelgruppe g aus einer 
gen A-facben Wurzel besteht. 


Kapifcol X. 


Notwoiuligkeit der .Bcstiiimitluvllsgestalt 
ciner Stclle itir bcstimmtcs Veidialien 


der Diirerentisilgleicliuwg bei 

siimtlidler Integral© daselbsk 


70. Anfgabe und Gang der Losung. Dio drei letzlen Kupitei 
waren der Untersuehung der Integral© in der Umgelnmg oiner Stella 
der Bestimmtheit x = 0 gewidmet und luhrten zu deni Ergo bn is, 
dass bei ciner soleheu stets ein Fundamentals;/stein von nick beBtimml 
verbaltenden lntegralen existiert. AVir kbnnen also — in ciwus or- 
weitertem Sinne des Wortes — sagen: lei ciner Stalk der IksUmnd 
heit verhaltcn sich sdmtliehe Integrate leslimmt, was ho zu veratehon 
ist, dass ein aus lntegralen versekiedener Gruppen zusammengesetztes 
Integral sick linear und komogen durek melirero Integral© ausdrilekeu 
lasst, deron jedes sick bei der betrcileiulen Stelle bestimmt verhiilt. 

Erkliirt sick jetzt nacktriiglick durek diesis Erkenntnis sclion die 
Bezeiclmung eincs Wertes von x, dessen zuge.hbrige delenuinierende 
Gleickung den Grad n hat, als Sidle der Jkslimmlheit , ho win! die 
Bercclitigung dieses Namens vbllig erwiesen sein, wcim wir nunmehr 
nock zeigen, dass die lkstimndheilsgeslall der DiD'emdialglvieltung bei einer 
Stella x = 0 fur das bestimnte Verhaltcn sdndlieher Integrate daselhst 
audit noiwendig ist. Wir setzen also vormts, die Dillemilialgleielmng 

(1) y ) ■ ' n -I.I • p»y 0 

besitze n linear unabkiingigo integral© 

( 2 ) a k . .. tt n 

in der Gestalt ganzer Fuuctioneu von log x, deron Coeiiieienten nueli 
Potenzen von x fbrtsehreitende Iteikeu sind. Von den Heihen ernes 
und desselben Integrals u kbnnen wir aunehmeu, dans si© nur Holehe 
Potenzen von x cntlialten, die sick um gauze Zuhlen oder Null 
von einander imtcrsckeiden. Dies lasst sich alndie.h wie eine eat* 
spreckende Annalmie in Artikel 5 und mit Hillfe der Siitzo des An* 
hangs, Zu Kap. IV, insbesondere Satz (5, leicht begrilnden. Pernor 
setzen wir voraus, dass die sandlichen Integrate u sich bei x 0 be¬ 
stimmt verhaltcn , d. b. dass all© in ilmen aul'tretenden Ueihen einen 
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Anfangsexponent mit endlichem absoluten Betrag haben. Aus diesen 
Voraussetzungen allein wird sich folgern lassen, dass x = 0 Stelle 
der Bestimmtbeit ftir die Differentialgleichung (1) ist. 

Zu dem Ende leiten wir aus dem gegebenen Fundamentalsystem 
(2) zunachst ein anderes ab, welches dadurch charakterisiert ist ; dass 
nicht zwei Elemente zu demselben an gleicher Stelle stehenden Ex- 
ponenten gehoren. Sodann zeigen wir der Reihe nach, dass die Coef- 
ficienten von (1) bei x = 0 eindeutig sein mussen, dass x — 0 nicht 
wesentlich singular sein kann, und endlich, dass x = 0 eine Stelle der 
Bestimmtheit sein muss. 

71. Umwandlnng des vorgelegten Fundamentalsystems. In dem 
Fundamentalsystem n x w 2 <.. u n stellen wir zunachst alle diejenigen 
Integrale zusammen, deren Reihen nur Potenzen von x mit unterein- 
ander hochstens urn gauze Zahlen verschiedenen Exponenten enthalten, 
also — urn die friihere Bezeichnung wieder aufzunehmen — alle In¬ 
tegrale, die in dieselbe Gruppe gehoren. Seien etwa 

‘tl %l 2 ... 2^2 

samtliche Integrale einer Gruppe aus u x u 2 ... u nf sodass also die 
Exponenten aller Potenzen von x, die in diesen A Integralen auftreten, 
untereinander nur um gauze Zahlen oder Null verschieden shud, da- 
gegen keines der n — A iibrigen Integrale diese Eigenschaft teilt. 

Jedes der Integrale u x n 2 . . . uz gehort nun zu einem bestimmten, 
an bestimmter Stelle stehenden Exponenten, den wir bezw. mit s 1 s 2 ...s z 
bezeichnen wollen. Dabei kann man die Integrale u x u%,..ux in dieser 
Folge bereits so geordnet denken, dass jedes Integral zu einem Ex¬ 
ponenten gehort, (lessen reeller Teil nicht grosser als beim vorher- 
gehenden ist, und, wenn zwei aufeinanderfolgende Integrale zu dem¬ 
selben Exponenten gehoren, dieser Exponent bei dem zweiten an min- 
destens ebenso holier Stelle steht, wie bei dem ersten. 

Sollten nun etwa u% uz~i ... uz- a zu demselben an gleicher 
Stelle stehenden Exponenten Sz = $ 2 —i = • • ' = $ 2 — gehoren, so 
kann man offenbar a Oonstanten 

$2—1 $2 — 2 • • • ttl—a 
so wahlen, dass die Integrale 

Uz 1 “b $2 — 1^2? W2 — 2 “b $2— 2 ^2, . . ^2 — a ~b #2 —a^2 

entweder uberhaupt nicht mehr zu dem Exponenten Sz oder doch zu 
diesem an niedrigerer Stelle stehenden Exponenten gehoren. Die X 
Integrale 

(3) u x l< 2 . .. « 2 -a-l , W 2 , . . uz -1 + «2~ltt2, M , 
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welclie wir nun zuniicbst an Stelle der Integrale u x it 2 .. . ux setzen, 
sind aber wieder linear unabliangig. Denn die Detenninante dieser A 
Functionen lasst sicb als Produkt aus der Determinante der u x u 2 . .. ui 
und der Determinante der Snbstitutionseoefficienten darstellen, welclie 
letztere den Wert 1 bat. Die Determinante der Functionen (3) ist 
daher mit der Determinante der u x ... ui identisch und desbalb von 
Null verscbieden. 

ux gebbrt also nun unter alien Integralen (3) zu dem Exponen- 
ten mit dem kleinsten reellen Teil, und dieser Exponent stebt — falls 
nocb andere Integrale zu demselben geboren — in ux an boherer Stelle 
als in alien andern. Mit den A — 1 Integralen 

il x u 2 . . . Ux~a~l } Ux — a CtiX-u^X , . . ^a —1 ~f" &X — l^X 

konnen wir nun aber geradeso verfaliren wie vorher mit den A In¬ 
tegralen n x u 2 .. . ux , u. s. w., bis wir scbliesslicli diese Integrale durcb 
die A anderen 

(4) v t v 2 . . . vi 

ersetzt baben, von denen nicbt zwei zu demselben an gleiclier Stelle 
stebenden Exponenten geboren. 

Die Integrale (4) sind aber ebenfalls linear unabliangig; denn 
ilire Determinante ist mit derjenigen der u x u 2 . .. ux identiscb, weil 
die Gleiclibeit der Determinanten bei dem successiven Ubergang von 
den n zu den v bei jedem einzelnen Scbritt bestebt. 

Ebenso denken wir uns natiirlich die andern Gruppen der a urn- 
gewandelt und libnnen daher jct#t mit dem in Gruppen eingeteilten Fun - 
damentalsystem 

(5) v x v 2 . . . vx, 0 *+1 ... v n 

weiter operieren 7 dessen Flemente bcziv. m den Exponenten r x r 2 . ..rx,..r n 
gehoren mbgen } und von denen nicht mei m demselben an gleiclier Sidle 
stehcnden r gchbren . 

Da also die Integrale (5) sicli in Bezug auf die Zuordnung zu 
den Exponenten geradeso verhalten wie die Gruppenintegrale (8), 
(8 a ) ; (8 b ) in Iiap. VII, und da nur aus dieser Zuordnung dort die 
Umlaufsrelationen (12) und (13) in Artikel 51 folgten, so gilt aucli von 
dem Fundamentalsystem (5) hier der Satz: Bei einem Umlauf urn x = 0 
geht jedes Integral v a in eine lineare homogene Function von sick sdbst 
und den in seiner Gruppe vorangeJienden Integralen uber, wobei der Coef¬ 
ficient von v a sdbst =j== 0 ist und den Wert hat 


2 r a 7t i 
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Wenn also v a z. B. ein Element der Gruppe v x v 2 ... vz ist ; so lautet 
die Umlaufsrelation 

(6) V a = COalVl + &CZ2V2 + * * * + a —1 Va —1 + CO a V a ; . 

wo die co a auch o a o a2 . •. co^a-i Constanten sind. 

72. Beweis, dass x = 0 iLochstens ausserwesentlicli singulare 
Stelle ist 1 ). Wir beweis en jetzt, dass die Co efficient en del* Differential- 
gleicbung (1), welche bei x — 0 das Fundainentalsystem v x v 2 ..:v n 
besitzt, in der Umgebung dieser Stelle eindeutig sind. Gleichzeitig 
wird sich ans dem bestimmten Verhalten jener Integrale ergeben ; 
dass x = 0 hochstens ausserwesentlicb singulare Stelle ist. 

Zn dem Ende bilden wir aus den Integralen v und ibren n ersten 
Ableitungen 

t?i Vi . . . v^ n) 

v 2 v 2 ' . . . v 2 W 

V n V H . . . 

dnrch Streicbung der ersten, zweiten, ..., (n -f l) tea Colonne die 
Determinanten 

D n , D»—i,.. D 1} D(=Do). 

Dann hat man nach Art. 26 (4) fur die Coefficienten jt) der Differen- 
tialgleichung (1) die Ausdriicke 

D ■ 

(7) • i)v = (—i y ^ (.= 1,2 

Da in jeder der Determinanten D v (> = o, jedes Element eine 

ganze Function von log x ist, deren Coefficienten nach Entfernung des 
Faktors x ri in der ersten, x r * in der zweiten, u. s. w., x Vn in der n tQn 
Zeile eindeutig sind und negative Potenzen von x hochstens in end- 
licher Anzahl enthalten, so hat — nach Potenzen von logic entwickelt 
— jede dieser Determinanten die Form 

(8) D v ^X Tl + r:L+ 'V + r » [jj r0 + %rl\ogX H- \- %volog a z] , 

wo % v q % v i . .. %v<s wieder eindeutige Functionen von x sind und hoch¬ 
stens eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten. 

Es mussen aber in (8) die Functionen % v i... % va identisch Null 
sein, was sich folgendermassen erschliessen lasst. Beim Umlauf von 
x um x — 0 andert sich v a gemass der Relation (6). , Fiir alle Ab¬ 
leitungen von v a gilt aber die Identitat 

1) Yergl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 66. (1866) 4. S. 139ff. 

H o ff t o r, DiEferontialgleicliungen. 
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(9) 


dx« ~ dx ‘? 5 


denn nach Art. 56 (6) kann man die Umlaufsrelation fur v a au 
sckreiben 

1 ___‘ , dv a t f (Ssri)* 8*0* 

~v a =:v a + — “1 "T 7T" 

wenn (7 der Grad von v a in logo; ist. Hiernaek ist 

(10 ) dQ ( x y)zz dQVc£ * ni dQ ( 8o ° ) i • i { ** %r dQ ( d ° 

^ dx^ n^qt / dx^ 1 dx^ \ 3 log x) <sl dx^ \dlo 


Andererseits ist —~ wieder eine ganze Function von log x } 
dx* 

Grad <7, und besitzt daher die Umlanfsrelation 


( 11 ) 


l 


dx^ dx® 1 3 logic \dafi / <x! (3 log x) a 


c 


Da aber 1 ) 

8*.. _ (dP?a\ _ .Jfi_ / \ 

(a log a?) 7 " \ ci x Q ) ~ acfi \ (3 log ^>v 


so sind die rechten Seiten von (10) und (11) einander gleich 
somit ist (9) erwiesen. — Wenn also x den Umlauf beschreib 
tritt in D v an Stelle jedes Elementes eine lineare homogene V 
dung der Elemente seiner Colonne, und die Coefficienten ders 
sind nack (9) bei alien Elementen einer Zeile immer ein und c 
ben. Es multipliciert sick daker JD V bei dem Umlauf einfack m 
Determinante der Coefficienten der Umlaufsrelationen der Int< 
v t v 2 ... v n . Diese kat aber nack (6) den Wert 


Folglich ist 

( 12 ) 


05, . 05o 


(On 


2 it i (r, + r a -|-f- r n ) 


Dy 1 -- JOy C 


SrfiOiH— • + »») 


(v s= 0, 1. 


Yergleicht man dieses Resultat mit (8), so ergiebt sick unmitl 
die Ricktigkeit. der Bekauptung, dass in (8) 


% vl = = • • • = %va = 0 

sein muss. Denn da* beim Umlauf von x urn x — 0 sich x Vl + 
mit dem Fakto'r e 27 *^’ 1 " 1 multipliciert, muss nack (12) 


1) S. Anhang. 
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U/ 

in der Umgebung^von x = 0 eindeutig sein. Hieraus folgt aber die 
Eindeutiglceit der Quotienten zweier D VJ d. h. der Ooefficienten jp 
in (1).- 

Es wurde nun bei dieser Ableitung lediglick davon Gebraucli 
gemacht, dass 

Vi v, 2 ... v n 

ein Fundaincntalsystcm bilden, von dem jedes Element v a bei dem 
Umlauf sieb mit einer von Null verschiedeoen Constanten o n rnuiti- 
pliciert und um cine lineare bomogene Function der ihm vorangehen- 
den lntcgrale nur vermelirt. Demnacli konnen wir das bis jetzt ge- 
fundene ltesultat gleicli allgemeiner daliin aussprechen: 

Sind v L v 2 ... v tl n linear undbhdngige Functionen von x } deren jede, 
v (t) bei einem Umlauf uni x *= 0 sick mit einer von Null verschiedenen 
Conslanten multiplieiert und misserdem hochstens um cine lineare homo- 
gene Function der ihr vorangehenden Functionen % v %. .. v a ~i vermehrt, 
so bilden diesdben ein Fmulamcntalsysicm einer JDiffcrentialgleichmg n^ r 
Ordnung, die bei x — 0 eindeutige Coeffieientcn hat 1 ). 

Da nun in unsemn speziell vorliegenden Fall in den Quotienten (7) 
Zahlor und Nonner hochstens cine ondliche Anzahl negativer Polenzen 
enthulten, kann man immer cine solche Potenz von x lierausnelimen, 
dass Z abler und Nenner lur x •=» 0 einen von Null versebiedenen 
endlichen Wert annelmien und demgemass dieser iibrig bleibendo 
Bruch winder in cine gewblmlicbe *Potenzreilie entwiekelbar ist. Mul¬ 
tiplicand man also die gauze Gleiclmng noch mit einer geeignetefi 
Potenz von % 7 so kann man alle negativen Fotcnzfen von x in den 
(JocfUcienten zum ’Wegfall bringen und die Gleiclmng in die Normal- 
form bei x «=* 0 setzen 

( 13 ) x*%y^ + y^ + - • • + %y - 0 , 

wo > • * • > gewbbnliche Potenzreilien von x sind ; die ftir 

x "= 0 nicht siimtlich verscliwinden. Daber ist jetzt bewiesen: 

Dumil die simtlichen Integrate der Eijferentialglcichung (1) sick 
bei x — 0 beslimnit verbatim , darf eo = 0 hochstens ausserwesmtlich 
singuUire Sidle sein. 


7 it. Naobwois, dass x — 0 Btello der Bestimmtbeit ist. Nacbdem 
wir im vorigen Artikel erkannt haben, dass infolge unserer Yoraus- 
setzungen liber das Fimdamentalsystem (2) die Differentialgleiclmng 

1) Vcrgl. FroboniuH, (Jrellcs Journ. Bd, 70 *(187d) S. 242. 

10 * 
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(1) bei x = 0 keine wosenth’ch-singuliirc Stollc hat, beiinden wir a uns 
auf der Basis cler Untersuchung von Kap. 1, 11, III and dew damn 
anschliessenden Kap. VIIL Nacli dom letzteren (s. Art. (>0) wissen 
wir aber ; dass, werrn ein Integral v it zu dem an y ior tftello Hlolienden 
Exponenten r a gehort, r a mindcstcns y-i'ache Wurzel der determine- 
renden Gleicbung sein muss. Nun ist das KmidameutaLsysiein v t n,.. r a 
so beschaffen, dass nicht zwei seiner Elomente zu demsollxui an gleirlier 
Stelle stehenden Exponenten gohbren, mid weim y Ehunente zu deni- 
selben Exponenten gelibren, eines von ilmcn zu (bun an y Wt Mtdle 
stehenden Exponenten gehort. Diese Exponenten siml bezw. 

r t 9\ 2 ...r tt . 

Also muss die zu x = 0 gelidrige determinierende Inunction von (I) 
durcli 

(»■-r t ) (r-n).. .(■>•.r„) , 

teilbar, cl. li. mindcstcns und — da ai<«. nicht liohomi Grade,s sein kann 

— t/enau vom n‘ m Grade scin. 

In Gleichung (13) ist daher ‘X !>• ■>' —• 0 1st Klelle der 

Bestimmtlieit. 

Hiermit hahen wir dio gowunschto Umkelming bewienen und den 
wichtigen Satz orb alien: 

Das nolwendige und hinrekhende Kri/rriam dttfiir, dass hat finer 
Stelle x = 0 die siimUichm Jnlcgrak riiter linramt hamayi tint Difj'rrrn 
tialtjldelimit] n ter Ordnnng skit. bcstimml rrrhtdtrn , brstrhl darin , <lass dir 
su x = 0 gtiwrige dtiarntinkrende Gkkhinig wm n l,u Grad ist, ttdrr 

— was dassdbe ist — dass die Dilfrrcntialt/kititimt/ bei ./• o i n dir Farm 

a^ o2/ « + a;- ' ° |.j- %Kdl = 0 

gcseM warden kann, wo l}i 0 gcwoltulkiw l‘a/rii.:miini ran .<• sittd 

und. ^,,(0) =f" 0 isk 
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Fundaiiiontal^leiclLung. 

74. Aufgab© der folgenden Untersuchung. Im Artikcl 32 haben 
wir ills Hauptaufgabe die Untersuchung der Integrale iu der Um- 
gebung der verschiedenartigen Werte von x liingestellt. Diese Auf- 
gabe haben wir bislier fur die Stellen der Bestimmtheit gelbst, indem 
wir zeigten, wie man fur die Umgebung einer solclien ein Fundamen- 
talsystem von Integralen aufstcllen kann. Unser Ausgangspunkt fur 
die Ermittlung dcsselben war dabei der (s. Art. 5) 7 dass wir 7 gcfuhrt 
durch die Gestalt der Diflerentialgleichung selbst 7 diese clurch eine sicli 
bostimmt verbaltende Reike zu befriedigen versucbten. Dies gelang 
bei Stellen der Bestimmtheit immer 7 und wir konnten damn mittelst 
der Fuchs’schen Method© (s. Art. 46 7 47) ein gauzes Fundamental- 
system gewinnon. 

Jener Versuch erweist sick aber bei ausserwesentlich singularen 
Stellen, die nicht zugleieh Stellen der Bestimmtheit sind 7 im all- 
gemeinen als vcrgeblich, weil bei einer solclien — wenn iiberkaupt 
formal die Diflerentialgleichung befriedigende Reihen zu bilden sind 
diesolben im allgemeinen divergieren (s. Art. 19). Selbst wenn 
aber der Ausnahmsfall eintritt, — von dem spater eingehend die Rede 
sein wird 7 — dass eine solche Reihe convergiert, so kbnnen wir dock 
nicht n linear unabhangige, sich bei der betreltenden Stelle bestimmt 
vorhaltende Integrale findcn, da dies ja nach dem vorigen Kapitel 
eine Stelle der Bestimmtheit erfordert. Es muss also schon bei einer 
ausserwesentlich singularen Stelle der Unbestimmtheit Integrale von 
anderer Gestalt geben 7 als die ist 7 welche uns bisher nur begegnete. 

Das Gleiche gilt von den wesentlich singularen Stellen. Hier 
kommt aber sogar nock hinzu, dass wir gar nicht in der Lage sind, 
den obcn erw'ahnten Yersuch anzustellen, weil (s. Art. 5) in diesem 
Falle die Methode der unbestimmten Coefficienten — wenigstens bei 
Beschrilnkung auf elementare Hiilfsmittel — stets versagt. 

Die vorstehendcn Ueberlegungen zeigen einmal, dass wir nock gar 
nicht wissen, in welcher Gestalt wir die Integral© bei einer Stelle der 
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Unbestimmtbeit im allgemeinen zu suchen liaben, und ferner, dass 
uns die bisher benutzte Metliode bei der Untersuchung dieser Frage 
im Stich lasst. Unsere nackste Aufgabe ist daher die, festzustellen, 
welche Gestalt im allgemeinen die Elemente eines in der Umgebung einer 
Stelle der UnbestimmtTieit gultigen Fandamentalsystems liaben. Wir ge- 
langen aber zur Losung dieser Aufgabe, indem wir mittelst des Kreis- 
fortsetzungsverfahrens (s. Kap. YI) zunachst untersuchen, wie sicli 
irgend ein Fundamentalsystem beim Umlauf um die betreffende singu¬ 
lar Stelle verbalfc, und dann nach demjenigen Fundamentalsystem 
fragen, dessen Elemente sick bei demselben Umlauf moglichst einfacli 
verhalten. Aus diesem Verb alt en lasst sicb endlick die analytiscbe * 
Gestalt eines in* der Umgebung der betreffenden singularen Stelle giil- 
tigen Fundamentalsystems erscbliessen. 

75. Aufstellung der Fundamentalgleichung 1 ). Es sei x.— O eine 
Stelle der Dnbestimmtheit fiir die Differ entialgleickung 
(1) P(x, y ) == yW + Pl y<»-i) +. • • • + JM = 0; 

x = 0 soli aber nicht zu denjenigen vom Gebiet der Differential- 
gleicbung ausgeschlossenen Stellen gekoren, die nicbt einmal eine Um¬ 
gebung von endlicher* Ausdehnung besitzen (s. Art. 3). Die Umgebung 
U von x — 0 ist also, je nachdem diese Stelle ausserwesentlieb oder 
wesentlich singular, ein Kreis ode^ ein Kreisring mit dem Mittelpunkt 
x — 0 und von nicht unendlick kleiner Ausdehnung. Wir wollen 
auch in dem ersteren Falle aus spater ersichtlicken Griinden den 
Mittelpunkt durcb einen beliebig kleinen Kreis ausgescbnitten denken, 
sodass wir als Umgebung U einer Stelle der Unbestimmtbeit x — 0 
stets einen Kreisring mit dem Mittelpunkt x — 0 anseben. Was wir 
suchen, ist also die analytiscbe Gestalt eines Fundamentalsystems von 
Integralen der Gleichung (1) innerhalb des Kreisringes V 

Wir wollen aber schon hier bemerken, dass alles Folgende auch 
gilt, wenn wir unter x — 0 eine ganz beliebige Stelle, nicht notwendig 
eine Stelle der Unbestimmtbeit, und unter U irgend einen Kreisring 
mit dem Mittelpunkt x = 0 versteben, der keinen* singularen Punkt 
entbalt. Demnach kommt die folgende Untersuchung wesentlich da- 
rauf hinaus, dass wir nacb der andlytischen Gestalt der Integrate in 
einem ringformigen G-ebiet fragen. Wjihrend aber bei einer Stelle der 
Bestimmtheit % — 0, wie wir. wissen, auch ein im Innern eines Kreises 
giiltiges Fundamentalsystem existiert, ist es, wie wir seben werden, 
fiir die Stellen der Unbestimmtbeit charakteristisch, dass der Gultig- 

1 ) Yergl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 66. (1866) S. 131 ff. 
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keitsbcreich eines jeden zugeborigen Fundamentalsystems ein Kreisring 
ist. Hierin findet dann die oben gemachte Festsetzung liber die Urn- 
gebung einer Stelle der Unbestimmtheit ihre Begrdndung. 

Es sei nun x — x 0 eine beliebige regulare Stelle des Kreisringes U, 

(2) • 1In 


ein fiir die TJmgcbung von x 0 definiertes reguFares Fundamentalsystem. 
Yon x 0 aus besebreibe x einen gescblossenen Umlauf um x = 0 innerbalb 
U 7 indem es etwa die Kreisperipherie um # = 0. als Mittelpunkt durch- 
1 iluft. Dicser Weg ist naeli Art. 44 eine zu x = 0 gehorige Funda- 
’lucntalscMeife , wenu II die Umgebung von x = 0 bildet. Dabei moge 
das Fundamontalsystem (2) die Substitution 

(oca) 

erleiden, sodass 




'tii 

K 11 Vi + • ■ 

* “f" ^inViL 

.1U- 

- K,*y 1 + • 

' 4 H" Un nV ii ; 


wo man die a ik nacb Art. 43 bereclmcn kann 7 'allerdings im allgcmei- 
jion nur in Gestalt unendlicber Keiben. Die Detorminantc der Sub¬ 
stitution S, die nach Art 43 =(« bezeielmen wir durcli 

A ej | a ik | . 

Wir wollten mm Integrate suclieu, die sieli bei dem gedachten 
Umlauf mbgliebst ein lack verlialten. Die einfaebste Art der Ande- 
rung, die ein .Integral erfalmm kann, ist aber die ; dass es in eine 
lineare bomogene Function nur von sicb selbst iibergebt 7 d. h. dass es 
sich nur mit einer Oonstanten multiplieiert. Ein Integral <r} } das 
diesis Eigenscbaft besitzt 7 also die Gleiehung 

(4) . n = »n 

erf(lllt 7 wo co eine (Jonsiante 7 ist wie jedes Integral in der Form 

(5) 9j . c i y { + (^y 2 + -h <Vj/* 

entlmlten, wo die c von x unabbiingige Urossen wind. Damit (5) die 
Eigenscbaft (4) bat 7 muss also 

cj/x 4-f C n y n +-1- £*«!/«) 

sein, d. h. unter Berucksichtigung von (3) 

((>) + * * * + nt/u) + • • • + Cn («» ith + • * * + ttnnyn) 

+ ’ ’ ’ + CnVn)' 

I)a aber y { ?/ 2 .. . y n linear unabhangig sind, milssen in (0) 7 wemi- 
Alles auf eine Seite gebraebt wird 7 die Coefficienten der einzelnen 
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y fur sicli verschwintlen, sodass wir 1'iir c t c 2 . . . c H die n Uneaten 
liomogenen Gloichungen erbalten 

[ (a n — co) c L + (x 2l ('% + • * • + 1 (‘n "■ 0 


( 7 ) 


a l2 C l 


+ (a n — ra>‘ a + 


@ln@t + ^2 n 6*2 


+ 


1 


-|~ («*«— <*>)«„ •• 0 . 


Diese ergeben abet tlann unci nur clann fur tlio c ein umlerivs Werl- 
system als clas triviale, bei clem alio c = 0 Bind, weim die Deter- 
minante cles Gleichungssystoms (7) versclrwiuclet, d. In weim co cine 
Wurzel clcr Gleicbung 


( 8 ) 


A (co) ; 


cv n — 0) 




: 

(X,u> ~ 0) . 


«n i 
««» 


0C\ ;i 




(•) 


ist. Diese Gleicliuug liciast t7<c mi dem bdmchtdcn Vndauf gvhiirigc 
Fundamcntalgleichung. Weim dor Umlaut' oiuo Jb'uiidamentulHehJeilb isL, 
kiinnen -wir auch sagen: die mi der Stdle x = 0 gehorige Fundamental 
gleichung. 

Das Ergebnis des gogemviirligen Artikols isf, duller dieses: 

Damil bei einem hcliiibigen Umlauf ein Integral (f») ,s ■iv.h nur mit 
einer Constanten a multijdicierc, muxs <■> cine Wursti dvr ;:u divseni Urn 
lauf gchbrigen Fmdamentalgleic/mng (8) scin, worauf knit die ('onduntvu 
des Integrals (5) aus dam (Uviclmngssystvm (7) vryrbrn. 

76. Invariant dor Lineartoilor dor FundaniontalKloicluing l ). 
Bevor wir uns aber an die Verwortung der Eundamentalgloidnmg ttir 
denjenigen Zweck, zu dom sie auigostellt wurde, bogeben (Kajt. XII), 
miissen wir uns init don Eigonsc.buf’ton dieser wieliligen (ileidiung 
noch nakor bekannt maclien. 

Wir gelangton von dem I'ilr die beliobigo Ktelle .r„ in V beliebig 
fixiorten Fundamentalsystem (2) ausgohend zu der (Jleidtung (H). Kiir 
die spiitoro Nutzanwondung ist os zuniidisl wichtig, die t'nabldingig- 
Mt der Fundamentalgleichung von dem mi Grand gdrgtm Fundamental 
system darzutliun, d. h. zu zeigen, dass man zu clcrselben Ulddmng 
gelaqgt beim Ausgang von einem ganz belidiigen anderen Kutidainen- 
talsystem 

( 2 ft ) 


‘trsi 


i £ n , 


1) Vergl. zu dioaem und dem folgendon Artikol Hamburger, CrellcH Jotirn 
Bd. 76. (1873). S. 115 lb 
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sobald nur die betde Male von x beschrieb&nen Umldufe nicht wesentlich 
von einander vcrschiedcn sind, d. b. genau clieselben singularen Punkte 
cinsehliessen. 

* 1st dies namlich der Fall, so konneu wir den zweiten Umlauf, 
olme sein Ergebnis zu andern ($. Kap. VI), so umgestalten, dass er 
sicli zusammensetzt aus einem Weg yon seinem Ausgangspimkt x x , der 
im Gultigkcitsbereich der Integrate . .. # tl liegt, nacli % 07 aus dem 
Kreisumlauf von x 0 aus innerlialb XI und aus demselben Weg wie 
vorber von x 0 nacli x t zurlick. Es sei 


(9) 


[ S l ” Yll Vi + ’ • • riVn 


B n rlH Yniyi + ■ • • + YnnVn 


der bei dem Weg von x x nacli x 0 erzieltc Ausdruck der b durcli die y . 
Die Werte der Ooefficienten y ik werden dabei geradeso bestimmt wie 
im Kap. VI, auch wenn b x . .. B n niclit ein fur die Umgebung einer 
reguliircn Stelle definicrtcs Fundamentalsystem ist, indem man b x ,., B n 
zuerst naob Forniel (10) Art'. 43 durcli ein in der Umgebung von x { 
giiltigcs regulates Fundamentalsystem ausdriickt und dann wie dort 
fortfahrt. Da B t ... B n ein Fundamentalsystem bilden, ist auch urn- 
gokehrt y t ... y n durch B x ... B n ausdriickbar und daher auch hier 

\ya\\ -iO + 0. 

Hoi dem ganzon Umlauf von x x aus moge nun das Fundamentalsystem 
(2 a ) ilbergehen in 



("1 : : ftn 0 1 + • • • 

fii n &n 

(-"•) 

,1 

| B'n fin t Bi + * • * 

“f“ finnan ; 

wo 




\Plkl 


sodtiHH die aus dem Fundamentalsystem (2 a ) entsteheudo Fund auien fcal- 
gleicliung die Gestalt 


(«*) 


/;(«) 


fin ' ^7 fin ) • • * 7 fin i 
fii% i fin co ; j fin a 
. . f • . ., 


— 0 


fil n 7 fi%n 7***7 fin n 0) 


orhiilt. 

Nach den vorangehenden Erorterungen fiber die beiden Umlaut© 
von x 0 und x t aus bestoht nun zwischen den Substitutionen 


(«u), (fiikj, ( Yik ), 
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wenn nocli mit (j ik ) 1 die zu ( y ik ) inverse Substitution bezeichnet 

wircl, die Identitat • ~i 

1 ->-■ | * 2 ~ ■ 

(ft*) = (7a) («ii) (fikT 1 

oder ; wenn. beiderseits nock die Substitution (y i& ) ausgefiibrt wird, 

(10) (/3a) (y«) ^ (y* *) («* *). 

Bezeichnen wir die so entstehende Substitution mit (S ik ) 

(^a) = (/5 a) (7a) = (ya) («a-), 

so ist also, da bei Composition zweier Substitutionen immer die 
Zeilen der ersten mit den Colonnen der zweiten componiert werden, 

(11) Sa = (tn yu--l- fta Y*k H-h = Yu «iH-h 

(*»* = 2 ,..., W ). 

Bilclet man jetzt das Produkt der Determinanten C und J.(co) durcli 
Composition der Zeilen, andererseits- das Produkt von J5(co) und 0 
durcli Composition der Colonnen, so erhalt man zufolge (11) das- 
selbe Resultat, namlicb 


(12) 

C. A(a) 


WO 


* 


d n 

— Vu ® 5 • • •> — yi n a 

(13) 

I>(o) == 

... 


$ >i i 

3 

£ 

s' 

H 

l 


Demnuch ist fur jeden Wert von co 

* A(co) = JB(cd)j 

d. h. die beiden Pundamentalgle-icbungen (8) und (8 a ) stimmen in 
iliren Coefficienten und folglich in ihren Wurzeln oder Linearteilern 
ilberein. 

Wir haben also zunachst das Resultat: 

Die Linearteiler der m einem bestimmten Umlauf gehorigen Fun- 
damentalgleichung Bind von der Wahl des m Hirer Bildung benutden 
Fundamenialsystems unabhangig. 


77. Invarianz der Elementarteiler der Eundamentalgleichung. 
Wir konnen aber noch eine erbeblich weiter geliende Folgerung aus 
den Identitaten (12) ziehen. 

Streicbt man in einer Determinante n tm Grades v Zeilen und 
v Colonnen, so entstebt eine Unterdeterminante v Ur Stufe, die (n — v) 2 
Elemente enthalt. Soldier Unterdeterminanten v tox Stufe kann man 


(”) 2 = ft 2 bilden. 


Diese Unterdeterminanten wollen wir 
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bei A(co) mit an 

)} 2?(«) 

0 77 C/A 

„ D(g>) „ c7,* 


(?, * = 1, 2, . . /O 


bezeiehnen , wo ein bestimmtes Wertenpaar von i und 7b andeutet, 
class die betreffende Unterdeterminante durch Streichung einer be- 
stimmten Zeilencombination und einer bestimmten Colonnencombina- 
tion aus der zugehorigen Determinant© n tQn Grades entsteht. 

Nacli einem Satz der Determinantentheorie J ) folgt dann aus (12) 
und aus der Art, wie.die Determinantenmultiplicartionen ausgefuhrt 
wurden, einerseits 

dik — Ci 1 Cfk l + C[2 Clfc 2 + * * * + Cifitokfi 

(t, & = l, 2, .. ., {<) 

andererseits 


dik = bliCik + l>2iCzk + • * * + ’bfiiCfik) 

(t 5 k = lj 2 , . jU) 

also 

(14) Cnitki + •'•• + Ci M a kf i = hiCik + • • • + b f ac t ,k- 

(i } ifc = 1 j 2 ,. •. , M) 


Dio ft 1 2 Gleicliungen (14) kann man nun sowohl benutzen, mn die auf 
dor linken Seite stehenden an clurcli die reclits stehenden in, als aucli 
umgekehrt diese durch. jene auszudriicken. Giebt man namlicli 1c 
irgend einen festen Wert und i die Werte 1,2,... ft, so hat man 
H Gleichungen fur die jetzt als Unbekannte zu betrachtenden Grossen 

Clk 1 • • • ttkfi 

links, wiikrend reclits alle fi 2 hk auftreten. Die Determinant© des 
Gleiclmngssystems links ist 

| On | (?,*== /o, 

d. h. die Dcterminante des Systems der ft 2 Unterdeterminanten v tcI 
Stufe von. G. Diese Determinants hat aber den Wert 2 ) 



und ist daher =}= 0. • Da das Gleiche fur jeden Wert von 7c gilt, so 
driicken jene Gleichungen in der That samtliche ft 2 a ik linear und 
homogen durch die ba aus. — Benutzt man die Gleichungen (14) um- 


1 ) S. Anhang. 

2) S. Baltzer, Theorie u. Anw. d. Dot. 5. Aufl. §7. 6. S. 68. 



156 


Kapitol XL 


[‘77. 78. 


gekehrt 7 so erscheint rechts wiecler jedesmal | ov* als Determinant', 
und die ba werden linear imd homogen durch die an auagedrilckt. 

Hieraus ziehcn wir den Schluss: Wenn sivmllichc Unlerdelcnnhutn- 
ten aih durch cinen Lincarteiler co — co 1 von A(co) teilbar* sind 7 no stud 
auch siimtliche b ik durch diesm Icilbar 7 und wngekchrL Wenn {to—to t Y y 
die hbchste Lotem des Linear toilers ist, welche noeh in alien a ik enthallcn 
ist, so ist cben diese auch die Itbehsle in alien b; k noeh enthaltenc .Potenz 
und umgelzehrt. 

Nun hat man folgendo Bezeichnung l ) eingerilhrt: Sei (to — <o,y 
die hbchste Potenz von co — co l7 welche in A (co) selbst enihalten isi, 
(co — ce-Jk die hbchste nock in alien Untardeierminanieu l u ‘ r Slide 
von A(co) enthaltenc Potenz 7 (co — die lioehste in alien tinier- 
determinanten 2 lor Stufe, n. s. w. emllieh (ro • (o^e 1 die hoehste 
Potenz von co — <o t , welche in alien (Jnierdeierminanton ((> — I) t,,r 
Stufe von A (a) enthalten isfc, wahrend die Unierdelerminanten () ivv 
Stufe nicht mehr samtlich durch co — co, leilbnr Hind. Dann nennt man 

(“> — , (w—w,/’ (w ■<<),/'' 1 

die q Elementarteiler dcr .Determinants A (co), in welche die Polen:: 
des l-fachen Lin car Idlers co co l gespalten ist, Denn es ist, ja 

(15) ( Q — co,) 2 . (w — . (a) m { )* 1 li . . . ((a «,yv -*. 

Mit Hullo dieaer Terxninologie kbnnen wir nun dan Kenultni 
dieses Artikels, welches dasjenige des vorigeu mil.uinla.sHt, auch dahiu 
ausspreclien : 

Die Zerlegung dcr cu einem beslhnmlvu Ihnlauf geldlrigen Fundn 
mentalgleichung in Elementarteiler ist unabhdmjig wn dnu ::u Hirer ltil 
dung benutden Fundamentalsystem. 

78. Grad dor XJnbestimmthoit doe GloiolmngHHyHtomH ( 7 ). Aus 
deni voratehenden Iteaullat wollen wir nodi cine Poigerung zielien in 
Bezug auf den Grad dor IJnbestinunUicii, des GlmidumgH.syHlnmH (7), 
welches uns zn der Pundameutalgkdehung fflhrlo, und dus wir zm* 
Bereclmung der c t . ., c n , d. h. zur Uornclmung des Integrals (f>) mit 
der Eigenschaft (4) brauchen, wonn filr (o nine Wurzel dcr Punda, 
mentalgleichung eingosetzt wircl. 

Bin System linearer homogener Gleichungen heinst beknnntlieh 11 ) 
einfach unbestimmt, wonn seine Determinants verHchwindet, olme duss 
all© ihre Unterdetorminantou erster Stufe verschwimlen, zwcdfucli 


1) WeioratraflB, Monaisborichto dor Berliner Akadmnio tHOH. S, aiilff. 

2) S. Baltzer, Th. u, Anw. d. Dot. § 8. 2. 8. 72 ft 


A-0 rWV cxaa, 






V/M 


(A ^ 


i 
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unbestimmt, wenn alle Unterdeterminanten erster Stufe verschwinden, 
aber nicbt alle zweiter Stufe u. s. w. ; weil sieb alstlann die samtliehen 
Unbekannten des Systems bezw. dureh eine, zwei ; u. s. w. willkiirlich 
bleibende von ihnen linear und bomogen ausdriicken. Nach dem vor- 
angebenden Artikel konnen wir nun sagen: 

Der Grad der Unbestimmtheit des Gleichungssystems (7), wenn fur 
co eine Wurzel der Fundamentalgleichung eingesetzt wird, ist undbhangig 
von dem m seiner Bildung benutzten Fundamentalsystem. 

.Wenn nun fur eine Wurzel co = q 1 der Fundamentalgleicbung 
zucrst die Unterdeterminanten p tor Stufe nicbt samtlicb verschwinden, 
so ist also das Gleichungssystem (7) far & = p-fach unbestimmi 
Andererseits ist danr^ nacb (15) q die Anzabl der zu dem Liiiearteiler 
co — co t geborigen Elementarteiler. Wir konnen also weiter aussagen: 

Der Grad der Unbestimmtheit des Gleichungssystems (7), wenn fur co 
eine Wurzel der Fundamentalgleichung gesetzt wird, ist identisch mit der 
Anzahl der dieser Wurzel entsprechenden Elementarteiler. 


79. Fundamentalgleichung fur eine Stelle der Bestimmtheit 
und ihre Beziehung zur determinierenden Gleichung. Es wird dazu 
dienen, uns mit der Fundamentalgleicbung nocb vertrauter zu maeben, 
wenn wir dieselbe f'iir eine solehe Stelle bilden, in aeren Umgebung 
wir bereits ein Fundamentalsystem von Integralen besitzen, namlicb 
fur eine Stelle der Bestimmtheit. Zugleicb wird dabei die sicb auf- 
drangende Frage, welcbe Beziehung zwiscben der Fundamentalglei¬ 
cbung und der determinierenden Gleichung besteht, ibre Beantwortung 
linden. 

Es sei also x — Q jetzt eine Stelle der Bestimmtheit der Diffe- 
rentialgleichung (1). Zur Bildung der zugehorigen Fundamental¬ 
gleichung konnen wir nach Artikel 76, 77 das fur die Umgebung 
eben dieser Stelle definierte Fundamentalsystem benutzen, welches 
nach Kap. IX .in Untergruppen eingeteilt ist. Die letzteren wollen 
wir in der modificierten Gestalt des Artikel 68 voraussetzen , wobei 


& t Go ®,.. . die schon im Artikel 51 eingefiibrte Bedeutung baben 

(10) Wot ~ (a = 1 , 2 ;, f 

sodass alien Wurzeln r derselben Gruppe ein nnd dasselbe a ent- 
spricht. Da,nn lautet das CoeffieienteiWstem (a,*) (s. Gl. (3)) fiir diese 
spezielle *Wabl des Fundamentalsystems y ^» • . y* derart ^ dass die 
Elemente der Hauptdiagonale w 1} co if .. sind, links von jedem 

a 1 steht, ausser wenn das betreffende m von einem Integral erster 
Stufe herrilbrt, alle iibrigen Elemente aber den W<3rt Null baben. 
Hiernach wird die Fundamentalgleicbung 
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(17) 


05, — 05 


05,-05 


05 L ~05 ; 0 j 

1 , 05 r w; 


(Oj— 0), ^ 7 0 

1 y (»), t«> I 0 

0 , 1 , <«>!*■' 01 ( 


wobei allc aussorhalb dor • (lurch bowoiultw (nur /.ur Anschauludikeit 
dienonde) Linien cingorahmton llauptuntardotannimuitaii Htahondon , 
Elcmente Null sind uud dio oingeralmitan Dutarmitiantan, Huwcit. sio 
oi t —oj in dor Ilauptdiagonalo cullmltou, sich zusarnmou.Hotzon ;uih 

p 0 Dotarminantan ora tan Grades, 

( r, „ zwoitan „ , 

th „ (i -nr - ’ 

entsprochcnd don oinzolnen Untorgruppcn ovstor, zwoiior, ...,(/■ | l)'" 1 ' 
Stufo (s. Art. G7). Dio dann I'olgowlcn oingorahmtan [[uuptunlmtatar- 
minantcn in (17) sind outapreclicnd mit. don von t*>, vurao.hiodonon 
Grosson <o a .gobildet. 

Da hiornneh dio linden Suite dor Fundmiumlalglotahung (17) das 
l’rodukt dor eitigerahnitan Ilauptuntordotarminuntan ist und domimch 
don Wort hat 


(18) A (a) (w, ~ to] (oi.j (■))...(«*>« (<>), 

so sind dio Zahlon m a dio Wurzoln dor Fundamentalgleiohung. VV ir 
habon dahcr zuniichst das Itesultat: 

Bei eincr Btellc der Jiestimndlidt, darcn drU rutin iercudc (llcititnui) 
die Wunseln f, r a ... r, Vesitgt, sind 

.. 2 r ti n l 

00 a ■: C * (« » «»• • *. ») 


die Wu/rmln der mgehorigm Fundamcnkdgleiclnmf* Miner Wnrwtgntppd- 
r t r 2 * • * r * d cr orsterm und dcmgondm diner Urujijm von l InUtjmkn 
des zugehorigen Fmdamentalsystcms crnkpricht dahor ein /helm* Linear- 
idler der Fmdamentalglciclmng. 






Fundamentalgleiclmug. 


159 


80. J 


80, Beziehung zwischen den Integralnntergruppen bei einer 
Stelle der Bestimmtlieit nnd den Elementarteilern der Fundamen- 
talgleichung 1 ). Wie wir im vorigen Artikel gesehen haben* dass den 
Integr dlgruppm eines Fundamentalsystems bei einer Stelle der Be- 
stimmtbeit die Linearteiler der Fundamentalgleichung entsprechen, 
konnen wir uns nunmebr noch dayon iiberzeugen, dass den Integral- 
untergruppen die Elementarteiler entsprechen in der Weise, -dass der 
Anzalil der Untergruppen einer Gruppe, die. einem Linearteiler — co 
ontspricht ; die gleicbe Anzalil von Elementarteilern, in die (co 1 — a) 2 
zerfaillt, mid jeder Untergrnppe von bestimmter Stufe ein Elementar- 
tciler von gleichem Grade gegenubersteht. 

Zu deni Ende erinnern wir uns einerseits daran, dass die ein- 
geralimten Hauptunterdeterminanten in (17) nach Zabl nnd Grad den 
Untergruppen nach Zahl nnd Stufe entsprechen. Andererseits werden 
wir zeigen, dass jede dieser Unterdeterminanten zu einem Elementar¬ 
teiler gleichen Grades fuhrt, womit der Beweis unserer Behauptun^ 
dann erbracht ist. 

Wir erhalten aus der Determinante (17) Unterdeterminanten v tor 
Stufe, wenn wir v Zeilen und v Colonnen streichen. Zuihichst ist 
leicht zu sehen, dass, wenn bei diesen Streichungen eines der ein- 
gerahmten Quadrate in ein Rechteck iibergeht, die entstehende Unter- 
determinante i/ tor Stufe identisch Null ist. Denkt man sich namlich 
alsdann das Rechteck durch geeignete Zeilen- und Colonnen-Yertau- 
schungen etwa in die linke obere Ecke der ganzen Determinante 
gerilckt, so steht unter, bezw. rechts neben diesem Rechteck ein 
anderes Rechteck, dessen Elemente samtlich Null sind und bei deni 
die Zahl der Zeilen und Colonnen zuaammen >n — v, d. h. grosser 
als die Ordnung der Determinante, ist. Die betretfende Unterdetcr- 
minante v iM Stufe hat domnach den Wert Null 2 ). 

Um die Elementarteiler der Determinante (17) aufzusuchen, brau- 
chon wir dalier nur solche Unterdeterminanten derselben in's Augo 
zu fassen, bei denen nach den Zeilen- und Colonnenstreichungen inner- 
lialb der Einrahnmngen immer noch'quadratische Systeme stehen, mit 
andern Worten, bei denen. nur solche Reihenpaare (Zeile und Colonne) 
gestriehen sind, die sich innerhalb der eingerahmten Hauptunter- 
deterniinanten kreuzen. Dio bdehste Potenz von co l — co, welche in 
samtlichcn Unterdeterminanten v iv>r Stufe enthalten ist, finden wir, 


1) Vergl. Sau v ago, Amialen de Piccolo nor male supdrieure, 3™° Sdrie, t. 8. 
(1801). S. 312 If. 

2) Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Dot, 5. Aull. § 4. 2. S. 33. 
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wenn wir diejenige Unterdeterminanto v tor Stufo vou (17) aufsucken, 
die nicht identisch Null ist und den Faktor <n 1 —to in mogliehst nic- 
driger Potenz enthiilt. Betrachtet man aker cine dor cingerakmtcn' 
Hanptunterdeterminanten fttr sicli 

ra, — o j, 0 0 . . . , 0 , 0 

1 ' , ojj—- oj, 0 0 

0 , 1 ., »j—co, ■ • •, 0, 0 

* * * > * 

0 ? 0 , 0 . . . , 1 7 a*), — co I , 

so erkennt man, class (lurch Streichung dor ersten Zeile und lotzten 
Colonne dieso Deter min ante den Wert 1 erhiilt, tier Ur ad yon co x - <o 
also um mogliehst viol erniedrigt wird. Nimmt man also dieso Streichung 
bei v eingeralimten Ilauptuntcrdeterminanton mogliehst holier Grade 
vor, so erlialt man eine Onterdeterminante v ior Stufe, die nicht idem 
tisch Null ist und den .Faktor <» in mogliehst niedriger Potenz, 
otwa — cof 1 ', enthiilt. Alle untlem Unlerdeterminanten entlmlten 
diesen Faktor in gleiclier odor holmrer Potenz; also ist (a> t — co)^’ die 
hochste Potenz von co t —co, wolehe in mmtUchen Unterdeterminanimi 
v tur Stufe als Faktor enthalten ist. Aut* diese Weise findet man die 
gemeinschaftliehen Faktoren 

("l <(, )\ Or' " <‘>)V • • 

allor Untcrdeternxiuantcn bezw. erstor, zweiter u. s. w. Stale. Hat, 
man endlicli-bei Ksimtlichon v„ llauptiuiterdetenninanton, die 
in der Hauptdiagonalo luiben, diene Streichung vorgonommen, ho orluLlt 
man daher cine Unterdeterminanto v„ u ' r Stufe von A (u>) in (17), din 
gar nielit mohr durck t^-to teilbar ist; d. li. 1,., i«i Null. Din Dillu- 
renzen der Zalilen X, X l} X 3 ,. .X,. ti (=* 0) 

X ■ 1,, X l "• X .,, ..., X,, i: i 

■sind doiunach die Grade dor Elementai-toiler von A(«>), woldio zu 
dem A-fachen Linearteiler (a > l — to) x gekbron. 

Andererscita entstoht aus A (a), welches durch (m, - W ) J teilbar 
ist, nach dem Obigen durch Streichung der ersten Zeile und- lotzten 
Colonne in einer Hauptunterdetorminanto hochsteu Grades eine IJntor- 
determiuante erster Stufe, welche mir noch durch («, - w )'. teilliar 
ist. Durch dieso Streichung hat die botreflondo llauptunterdetenninanto 
also den Faktor (m,— co)- 1 -^ verloren und war Homit vorher vom 
Grade X — X t , u. s. w. Auf dieso Weiso orgiebt Hick, dans die Zahlcn 

X ■ X lt Xy A|; • • •) Xy a — I 
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aucli die Grade dor eiiizeln eingeralimten Hauptunterdeterinmanten 
imd damit die Stufeiizal.il der ciozelnen Uiitergruppen der Gruppe JT 
liefern. 

Wir liabon duller die ausgesprocliene Behauptung erwiesen: 

Jki cinar tUclle, der Jkslimmtheit entspricht die Zerlegung einer dem 
l-fachen Linearleilcr a> t — eo der Fmidamentalgleichwig mgeordneten In- 
(egralgruppe in Ifntcrgrnppcn nach Zahl mid Stufe der IcMcren der 
ZerjWung von (cv) x — co)* in Flemenlarleiler nach Zahl und Grad derseTben . 



K a pit c l XII. 

Die Integral© in einem Ki'eisring. 


81. Die Integral© bei Vorscbio&onhoit samtliclxor Wuraoln dor 
1’imdamentalgleich'Qng *). Wio wir bei yiellen dor lleHtimmtlioit in 
einem kreisformigen Gebiot initielst Rcenmonsformol uml delerminie- 
render Gleichung cin hkmdamcntalsystom von Intograion wirklich auf- 
stellcn komiten, so wollen wir mm mit lliiltb dor fundamentalgleiclnmg 
wenigstens die analytisehe Gestalt der Integrale in der Umgcdmng 
einer Stelle der Unbestimmtheit imd ilberhaupt in einem Kreisring 
ermitteln. 

Es sei x = 0 der Mittelpunkt oines Kreisringes U } dessen Eliieho 
von singuliircn Punkten der Diilereniialgleicliung 

(i) ■ y (n) + + * • • + Vny - ° 


frei ist Zu einem Umlaut aid* einem innerhall) U vorlantondon, don 
Begren/amgskreisen von U coneeniriscben Kroiso golmre die Panda- 
mentalgleicliung 


(^) 


A (co) 


«t t , «„ i j 

.i- o. 

I 

&in y • * * 5 Man" .. ©* | 


Ist mm a = <o t eiiui Wurzol dicser (iloidiimg, so t*xiwiarrl. mimlostoMs 
eia deni (JleichungMsyatem (vorigcn Kiip., (7)) 

(( a n — + • • ■ + ttjitij - <• 


( 3 ) 


ttlnCi (u nil — 0 


genilgendos System' von Zulilen c s . . c n , din nicht siimtlic.li Null 
sind, mitliin, wenn y L ...y n irgend ciu in der Ihngelmng ernes in l! 
gelegenen, also regulilren Punktos a: 0 deliniertea Fundamentalsystom 
bedeuten, ein Integral der Gleichung (1) 


1) Vergl. Pacha, CrolloH .Touch. 1U1. GO. (1HGG) H. i:u IT. 
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Die Integrale in einem Kreisring. 


(4) % — "h * * ' ~f~ ; 

(lessen Umlaufsrelation bei dem betrachteten Weg 

(5) % = 
lautet. 

* Die analytische Gestalt eines Integrals mit dieser Umlaufsrelation 
ist leicht aus der letzteren abzuleiten. Setzt man 


( 6 ) r i=a»'» lo S®i> 

unter r x einen beliebigcn der unendlich vielen, aber nur urn ganze 
Zahlen verscliiedenen Werte der rechten Seite von (6) verstehend, so 
multipliciert sicli die Function 

af* 


bei dem Umlaut, der ja den Punkt x — 0 einschliesst, wie nur mit 
der Constanten co t . Der Quotient 

Jk 

x n 


ist dalier cine innerhalb U eindeutige Function. Da aber U nur aus 
reguliiren Funkten besteht, so ist 7j t innerlialb U aucli allenthalben 
endlich, stetig und besitzt in jedem Punkt eine bestimmte Ableitung. 
Das Gleiche gilt von x r > ? folglich von dem Quotienten ; der iiberdies 
eindeutig ist. Der lctztere ist also nach dem LaurenVschen Satz 
(lurch eine innerhalb des Ringes U convergente Reihe darstellbar, die 
nur ganze Potenzen von x, aber im allgemeinen unendlich viele 
Potenzen mit negativem Exponenten enthalt, 


J)as Integral vj l hat also innerhalb II die analytische Gestalt 

(7) vix z=i«r'<p x (p), 

wo r x 1 . log (d a , <p x (x) eine innerhalb U eindeutige Function mit im 
allgemeinen unendlich vielen negativen Fotenmi ist. 

. Besitzt <p x wirklich unendlich viele negative Potenzen, so mussen 
wir sagen, die Reihe % verhalte sich in dem Kreisring um # = 0, bezw. 
— wenn dieser die Umgebung von x — 0 darstellt — in der Um- 
gebung von x — 0, oder kurz, bei x — 0, oder encllich, alle Falle zu- 
sammenfassend, in liezug auf x — 0 unbestimmt 

Sind nun die n Wurzeln der Fundamentalgleichung (2) 
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samtlich von einander verschieden, so erh alien wir ;iuf dirse Art n 
Integral e 

(8) = % ri <p { (x ), t/a x r *<$K>(x) ,...'/"fM-O , 

wo 

(9) f„ ^ ^ log <0 ( , ©«‘" 1, 

und (p L g) 2 .. . (p u innerlialb 27 eincleutige Punctionen siml. Piese n ln~ 
tegrale sincl aber linear unabliilngig. Demi es kbnnen sieh nieht zwei 
der Zablen r um eino gauze Zalil odor Null von einander untor- 
scheiden, weil sonst zwei der m einander gleich wilmt. Folglich ent- 
lulli jede der n JLieihen (8) andere Potonzen von x als alio tibrigen, 
woraus nacli Satz 2 des Anliangs, Zu Kap. IV ? die lineare IJnabhangig- 
keit der Reilicn folgt. 

1st nnn x — 0 Stelle der Unbestinuntlieit oder liegt aui der 
inneren 13egreiizungspcriplierie von ll 7 bezw. innerhalb derselben, olme 
mit x—Q identisch zn sein ; ein wirklieh singuliirer Punkt (s. Art. .*bl) ? 
so muss mindestens eine der .Lieilicn ( 8 ) sicli tluitsiiehlieh unbestimmt 
vcrluilten. Demi andernfalls batten wir ja n linear uuabhangige, sieh 
bestimmt verlmltende Integral©, x =*= 0 wiire also nacli Kap. X Stelle 
der Bestimmtlieit uud ? da die Koilien ( 8 ) dann Hirer analytiscben 
Gestalt zufolge in dem gnnzen Innem des ausseren Ikgnmzuugskreises 
giiltig wiiron 1 ), mtisste dieses gauze Kreisinnere • abgosehen lideli- 
stens von x = 0 selbst — von wirklieh singularen Punklen frei soin. 
Wir liaben dalier zuniiehst das liesultat : 

In cinem Kreisring U mil dent, Millelpunki x 0 ? lessen Fldehe 
von shujularm Bmddcn frei isl, exislierl bei Vtrsehiedniheil sdnillieher 
Wurzdn to, co^ . .. io n der siujehbriyen .Fnnditmenlnhjleielnunj ein Fnndtt- 
mcnlalsyslein von InUujrulcn 

Vt x r, <ri ■ ■ , >1“ 

wo 

I , 

, >7r ; 


nud die q) innuiudb II eindeutiy sind 7 a her sieh ini tdhjenn ini n uuhe~ 
slimmb vcrhallcu. — lsb insbesondere .r 0 Hi el l c der Fnln dintnilheil 
(U also 8. B. die Vnujebmnj dersdben) oder lieyl auf der inneren Be- 
(jrenmngspcripherie von U, bcza\ innerhalb derselbm ein eon x^ U rer- 
schicdmcr wirklieh smjuldrvr Timid 7 so verhiill sieh sidur mindeshns 
eine der licihen ( 8 ) unbestmmL 


1) Dcnn die Eeihon (8) enthielteu nach Abtronmmg der Kaktomi ,r r danu 
nnr eino mdliche Anzalil nogativor Potenzen. 
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82. Verfahren bei mehrfaehen ’Wurzeln der Fundamentalglei- 
ohiing. Wir gehen jetzt zu dem allgemeineren Fall liber, dass die 
Fundamentalgleichung aucli mekrfache Wurzeln besitzt. g? == sei 
cine 2 -faclie Wurzel derselben. Dann bekommen wir zunachst jeden- 
falls ein Integral von derselben Gestalt wie vorher, in welcbem wir 
jetzt aber den eindeutigen Bestandteil mit cp L1 bezeiclmen, also ein 
Integral 


(10) ij 1 t=af*9> 11 (®), 

wo ./'• — log co l und <jp 11L innerlialb U eindeutig ist und sich im 


allgcmcinen unbcstftnmt verha.lt* Da es jedocli jetzt weniger als n 
vcrscliiedene Wurzeln co a giebt, erhalten wir auf diese Art zunaclist 
weniger als n Integrate. 

Um die Zalil der Integrale auch in diesem Fall zu n zu erganzen, 
wenden wir wieder die in Artikel 29, 30 entwickelte Fuclis ; sclie 
Methode an. Wir substituieren in (1) 


(it) 

woraus folgt 

(u*) 

und erhalten 


y = Vif zJx, 


r( y )’ 

ax \ i\ v / 


( 12 ) l*(x, Vif z <l x ) ■ ' Vi) J'sdx + Q(. x > #)» 

wo 

Q(x, e), 

+ ^- i) [{x)fh' + PiVi] 

+. 

+ * [(") + ( n 1 X )} , LVi- n ~“ ) + • • • + 


Hamit (11) ein Integral von (1) ist, muss also 2 ein Integral der 
Differentialgleichung 

(13) <K^) = 0 

sein, und jedes solcbe liofert in (11) eingesetzt ein Integral von (1). Da 
nun alle Ableitungen von ij t , abgesehen von dem Faktor ot? 1 , wieder 
innerlialb IJ cindeutige Fuuctionen von % siud, so ist (13) nacli Divi¬ 
sion durcli V 17 wieder eino Differcntialgleicliung mit innerlialb U ein- 
deutigen Coeffieienten. 

Wir wollen jetzt die Boziebung auisueben, welcho zwischen 
71(a)) = 0 und der zu demselben Umlaut gehorigen Fundamental- 
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gleichung von (13) bestelit. Zu dem Ende bilden wir die Fundamen- 
talgleichung von (1) inittelst eines Fundamentallystems ? das aius 
2/i 2A> * • • % entsteht, wenn eincs dicser Integrale durcli % erselzt wird. 
Da niimlich in (4) niclit alle c = 0 sind 7 kdnnen wir unuelimen, duas 
etwa c L 4 s 0 sei. Dann bilden aber die Integrale 

( 14 ) % y* Vs ■ ■ ■ y» 

ein Pundamentalsystem, weil jedes Integral durcli y t y 3 ... y n , y l aber 
wiederum durcli y s ... y n ausdrilclcbar iat. Benulzt man (M) zur 
Bildung der Pundamcutalgleicliuug von (.1), ao lautot; dieaolbe, wenu 
dabei die Umlaufseoefficienten von y s ... y n mit (i t \ bezeidmot werdon, 




co L — CO ; 

fai , (in | 

(15) 

-l(co) 

o , li 

l : n» —* 10 , . . . , ji, « 




jij/1 ) • • • } (iltl e) 

sodass 


1 

(in — (i n >j 

(16) 

d(o>) 

(®i — ®) 

fan 9 • • •; fan — <*> 


Um nun dio Pundamontalgleidiuiig d,(w) 0 der (.leidumg 

(13) zu billion, erinnern wir una damn (a. Art. 2!>), dasa die n • I 
Punctionen 


(17) 


. d '!/ a ^ d t/, t d ii n 

: dxr h ’ d,<: d.r r U 


ein Pundamcntalsystem von (13) bildou. Dio Umlaufardatiouen 
selben sind leicht zu ormitteln. Es iat ja (a. (il. (lf>)) 


der- 


(18) 


Da nun 



(ij'j V'> j 

. . 

Iin Vn 

m t t h 

W 1 r U 


ft nn »Ai 

dx\) t J 

3,:i. 

U) 


so erhalt man aus (1.8) durcb Differentiation naeh x 


1) 8. Anbang. 
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• .. i zz i a i 

*8 =•- *S H-H —*n 


(19) 


^‘3 I I P 

* i-T 


00 . 


nn 

as. 


and folglich als Fundamentalgleichung von (13) 


( 20 ) 


Aip) 




CD, 




fti/i Pnn 

. , . . . , - CO 

oo x 7 7 co x 



Multipliciert man diese Gleichung mit co/’~ 1 , indein man in der Deter- 
minante jecles Element mit <d x multipliciert, so 'folgt aus der Yerglei¬ 
chung mit (16) 


( 21 ) 


co^ 1 1 A x (<o) 


Afaco^ 

C0 I - 0J GO L 


(Sind also a) 1 m, 2 ... (d u , wo G) x — co* — • • * = ai 7 die Wurzeln von 
A(co) ■= 0, so sirnl diejenigen von a4 t (co) = 0 


o). eo a co z co n 

• • ? “ ■?•••; 7 

c°i ft, l ®i ^1 

von denen die A — 1 ersten den Wert 1 haben. Dieses Ergebnis, 
welches in bemerkenswerter Weise an ein ftir die determinierende 
Gleichung in Artikel 47 abgeleitetes erinnert, sprechen wir dahin aus: 

Der l-fachen Wurssel co x der Fundamentalgleichung der vorgelegten 
Ditfercntidlglekkitng (1) entsprkht die (l — 1) -fache Wurzel 1 der Fun- 
damenlalgleichimg der Di/Jbrcntialglekhtmg (13). 


8 3 * Integralgruppen entspreohead den mehrfaohen Linear tei- 
lern der Fundamentalgleichung. Aus dem vorstehenden Resultat 
folgt nun, wie vorher, dass die Diflerentialgleiclmng (n — l) tcr Ord- 
nung in » (13) ein innerhalb U eindeutiges Integral besitzt, mithin 
die vorgelegte Differentialgleichung (1) nach (11) das Integral 

% ^ Vi j dx. 

Mit der Dillerentialgleiclmng (13) wird alsdann geradeso ver- 
fahren, wie oben mit (1), so dass man ein Integral derselben 

findet, wo Ihj innerhalb U eindeutig ist ; also fur (1) das Integral 

Vs V\ j dx J oh} dx 
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u. s. w. So fortfalirend gelaiigt man schliosslich m einor Dillorential- 
gleiclmng (n — l+ l) t0 * Ortlmmg, dercn Fundanicmtalglekdiimg 1 nur 
nodi als einfache Wnrzel besitzt, sodass sic die leizto i»i> welche ein 
eindeutiges Integral in U 

lx 

liefert. Demgemaiss erlialtcn wir eutsprechend dor A-Inchon. Wurzel 
(»! der Fimdamcntalgleiclmng (2) you (1) die (Jnippe V von l Iutognilon 


( 22 ) 


■% 

Vl 


% 

17 , J t, <].»! 


% 

r■ ’ • ‘)] l j ^ (IX j '«>••( (IX 


nx 

Vtj ZX* J''h (/•>■'[ ■ 



wo g 2? oly ? .. . 7 % x Hilmilidi imierhalb V gttltig Hind, nidi im all- 
gomeinen in Bezug auf x » 0 unbestimmt verhalten, bin auf cbm 
Faktor x ri } die iibrigen unmittelbar in U eindeutig Bind. 

Dio analytiache Gestalt dieaer (Imppenintegrale naeh AusfUhrung 
der Integrationen ist leieht zu ermiiteln. Da die zuerat; zu iniegrie- 
rendo Function eindeutig iat und dann burner winder mit einor oin- 
deutigen Function xnultipliciert wird, abge.sehen you der Ielzton Mul¬ 
tiplication mit.%, worauf ja aber nicht mohr inlegriert wird, ho grciten 
bier genau dieselben Uberlegungeu Platz wie in Artikel -IS und bid 
der naheren Ausfilhmng den Verfahrens im Anluiug, Zu Kap. VII, 
naturlich nur insowoii, als sick dieselben nicht auf die Anfangs- 
potenzen der in Frage komtuenden Ueiheu beziehen. I he; Gruppe (22) 
hat daher nach Auyfuhrung der .Integrationen die Gestalt 


( 22 u ) 


ni ^ <Pn 

% ■ v r ‘ 1'9’ai + Palogar.l 

% r. ; af* fa> sl + 9 ta •<>«•* + <P-. « lo«"3:| 


sf* [g>at + <pi* logic + <px a log 8 * ~|-+ ( l'x* log' !. 

wo dio 9 siimtlich iiincrkalb U eindeutig siml, abor nich im allgemmmm in 
Bezug auf a ■=() unbestimmt vorhalton. Die Functional </>,„, <«. . i.a,. .,^ 
sind bis auf einen constanten Faktor, dor aueh Null sdn kunn, mit 
<Pu idontisch. Liiast man dio IutegrationscoiiHianion willkilrlidi, ho 
entha.lt jedes Integral die in dor Gruppe voriuigehemleu in nidi. Dm* 
Grad von logs?, bis zu welehom dio Intograle thttfcsiiehlidi auisteigim, 
nimmt daher in der Folge von ij, zu ip. nio ab. Die Umlaufsrelatio- 
nen und die sick, daraus ergebendon Boziohungen zwisclien dim Func- 
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tionen <p a p (vergl. Art. 51. 52) konnen wir zwar nicbt in derselben 
Weise wie in Art. 51 ; aber liier wie dort mittelst der soeben gemach- 
ten Bemerkung iiber die willkiirlieben Integrationsconstanten in (22) 
(s. dort Art. 50) ableiten. Wir wollen indessen dies bier nicht naber 
ausfubren, weil sicb die gedachten Relationen bei der nacbfolgenden 
Zerlegung der Gruppen in Untergruppen einfacber nnd vollstandiger 
ergeben. Unmittelbar siebt man jedocli, dass nacli dem IJmlauf jedes 
Integral derselben Gruppe angehort wie vorber. 

Verfiihrt man nun wie bei bei alien Wurzeln der Fundamen- 
talgleichung, so erha.lt man im ganzen n Integrate, da jeder mebr- 
facben Wurzel eine Integralgruppe von gleicber Gliederzabl zugeord- 
net ist. Der Nacbwcis, dass dieselben ein Fundamentalsystem bilden, 
erfolgt wieder in der gewobnten Weise. Die Integrate einer Gruppe 
sind linear uuabbangig nach ibrer Erzeugungsart (s. Art. 30); zwischen 
den Integralen vcrschiedener Gruppen ist aber eine lineare Relation 
deshalb unmoglich, weil die in einer Gruppe auftretenden Reihen 
nur Holcbc Potenzen von x entkalten, die in keiner andern Gruppe 
vorkommen l ), da die den verscbiedenen Wurzeln entsprechenden 
Z all ten r tt sicb niclit um gauze Zahlen von einander miterscheiden, 

Wir luiben daber das Result at: 

Bcsilzt die 01 i einem IJmlauf innerhalb U etwa auf einem 0 u den 
.1 kyrenzungsJcreisen concentrisehen Kreise geJibrige Fundamcntalgleichung 
mchrfache Wurzeln, so existiert ein innerhalb U giiltigcs Fundamental - 
system von Jutcgralcn, welches entsprcclicnd den lincarteilern der Funda- 
menlalgleklmng in Gmjgpen F der Gestalt (22) bezw* (22 a ) gesondert ist, 
sodass jedem l-[adieu Lincarteilcr cine aus l Integralen bestchende 
Grappa zugeordnd ist. Die Jntegrale vcrhalten sich im dllgemeinen un - 
bestmmt in Jkzug auf x = 0 ; niindeslens eincs von ihnen sicher, wenn die 
am Bchluss des Baizes in Art . 81 angegebenen Bedingungen erfiilU sind . 

Aus dem lotzteron Grunde ist also der Gultigkeitsboreich eines 
Fundamentalsystems bei einer Stelle der Unbestimmtheit stets nur 
ein Kreisring, niclit ein Kreis (s. Art. 75). 

84. Samtlich© Integrate erster Strife in einer Gruppe 2 ). Wir 
luiben bislier die Fundamentalgleicbung in einer der Untersucbung des 
Kapitel VII bei Stollen dor Bestimmtbeit vollig parallel laufenden 
Weise verwandt. Sie ersetzt uns ; was dort durcb die determinierende 
Gleicbung nnd die Recursionsformel geleistet wurde. Dieser Paralle- 

X) S. Anhang, Zu Kap. IV. Satz 6. 

2) Vergl. zu dieaem und don zwoi folgenden Artikeln Hamburger, Orelles 
Journ. 13d. 70. (1878). S. 117 fl‘. 
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lismus gelit aber noch weiter. Wie wir namlich clort bei Stellen der 
Bestimmtheit mit jenen Hilfsmitteln (s. Kap. I, II, III und VIII) der 
Reihe nacb die samtlichen in eine Gruppe gehorigen Integrale der 
versclriedenen Stufen aufstellten, so konnen wir auch hier die Sonde- 
rung yon X linear unabhangigen Integralen einer Gruppe F in In¬ 
tegrale erster, zweiter, n. s. w. Stufe mit Hilfe der Fundamental- 
gleichung nachweisen, womit dann die Zerlegung der Gruppe in 
Untergruppen im engsten Zusammenbang steht. Wir miissen jedoch 
hier, obwohl das Resultat schliesslich auf das Gleicbe herauskommen 
wird, das Problem etwas anders fassen als damals, indem wir zuerst 
nach alien Integralen von F fragen, die sich beim Umlauf am einfach - 
sten verhalten , dann nach alien, welche sich naclist jenen am einfachsten 
verhalten , u. s. w. Dies ist geboten durch unsern Ausgang yon der 
Fund am ent al gl eicli un g. 

Der Linearteiler (o^— co) 1 der Fundamentalgleichung (2) moge 
nun, in seine Elementarteiler zerspalten, 

ft 0 -mal den Elementarteiler {co 1 — co) 

Pi- >, ,, „ k-«) 2 

t*i- » » » K-° 3 ) i+1 

liefern, wo ..., positive ganze Zahlen oder Null sind und 

“H % Pi “H 3 fa +• • * • + (l + l)f^ — ^ 
ist. Die Anzahl der Elementarteiler des Linearteilers (a> 1 — co) 1 ist 
daher 

v o = + k w i + * • * + ^ • 

Diese Zahl ist also nach Artikel 78 der Grad der Unbestimmtheit des 
Gleichungssystems (3), d. h. wir konnen in 

%} — C lVl + C 2V2 + *- h C nifn 

v Q der c willkurlich wahlen, wahrencl sich die iibrigen n — v Q vermoge 
(3) linear und homogen durch diese ausdrucken. Bezeichnen wir die 
v 0 willkurlichen Constanten durch 

@ou @02 > • • • 9 @ov 0 

und nehmen wir der Ubersichtlichkeit wegen an, es seien dies etwa 
die v Q ersten c 7 also 

c 1 ee C ou c 2 = C 02 ,.. ., c Vq = Cq Vq , 
so mogen die andern durch diese vermoge der Gleichungen 

|^ro+l — &v 0 -f 1,1^01 + * * * + «v 0 +l, v 0 Cov 0 

1 0 n sssss 


(23) 


®nl Ooi + * * * + a nv 0 Cq Vq 
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ausgedriickt sein. Substituiert man diese Werte in rj, so nimmt q die 
Gestalt an 


(24) • 

n z - 

= Got yoi -f- C 02 J /02 

+ Gov u yov 0 , 

wo 

I/oi : 

; Vi + Ofo-M, 1 Vn+I + 

• * • “b o>ni y>\ 

(25) 

2/oa ■ 

: 2/2 + ®i'o + l 1 2 2/r„ + l + 

• • • -j- a,1,2 y, 


■ yor„ ■ 

:? v 2/r„ + ffir.,+ 1, r„2/.'„+l + 

-(- a ara y, 


Dio Gloicbung (24) stellt nun offcnbar das allgemeinste Integral, 
welches sich lei dem Umlauf nur mit a) i multipliciert, dar; denn wir 
liaben zu seiner Bildung die Constanten c t . . . c n , wie es erforder- 
lich ist, nacli dem Gleichungssystem (3) bestimmt, aber alle willkur- 
lichen Grossen dabei imbestimmt gelassen. 

Geben wir diesen willkiirlicben Constanten Coi • • • Cov 0 mm die 
Wertsystemc 

10..0 

0 1 .. 0 


0 0 . . 1 , 

so erluilten wir die v 0 Intogralo yoi, 2/02 , • • 2/or 0 > alls denen man um- 
gekelirt durcli Composition mit v 0 willkurlichen Constanten sofort 
wieder das Integral (24) lierstellen kaun. 

Dass die v 0 Integrale goi^*!/or 0 linear unabbiingig sind, folgt 
unmittelbar aus (25). Eine lineare bomogene Relation zwischen ihnen 

( 20 ) A 2/01 + -^ 2^02 + * • * Hh A Vo yov 0 == 0 , 

wilrdo namlich cine solcbo zwischen y t y 2 ... y n zur Folge liaben, 
wonn nicht die Coefficienten von y t y , A .. . y tl iur sich den Wert Null 
batten. Nacb (25) ist aber A x der Coefficient von y i} A% der von y 2 , 
u. s. w. endlieb A ro der von y Vo in der aus (20) sich ergebeiiden Relation 
zwiseben y t y 2 . . . y n . Die samtlichen A miissen daber Null sein, 
d. b. eino Relation (26) ist ausgescblossen. 

Die analytische Gestalt des Integrals ij, bezw. der Integrale 
you («=» 1 , a,.r„) keimen wir aber bereits; cs ist 

2A>« x r * <p 0a (?), 

wo r, • ■ -K log co t und cpo a (%) eine innerbalb U eindeutige, sich im 

ZiTft'h 

allgcmeinen unbestimmt verbaltende Reibe ist. Es sind also loga- 
ritbmenfreie odor Integrale erster Stufe derselben Gruppe r. 

Wir haben daber zunilcbst das Resultat: 

Wenn v t) . i g 0 + + * • • + die Anmhl allcr Elementarteiler 
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des Lincartcilers fa-coi)* der FundameMtalgleiehmig ist 7 so e;risticren gvnan 
v 0 linear andbliiingige Integrate crster Sliife der tiruppe V innerhalh U 

2/01 =: 9 ? 01 , • . :: : &' ?><»'„ , 

oder v 0 Integrate , welchc sicli lei deni Umtaitf am einfaehsfen rerltalfcn , 
670 $27;7a nur mit nmUiplicicmi. 


85. Samtliclie Integral© oiner Gl-ruppo xiaolx Hirer Stufonssahl 
geordnet. Wenn wir nunmelir nach den Integralen der Gruppe 1 1 
fragen, welclie sicli naclist demon von der eraten SiulV am einiaxdrston 
bei dem Umlauf verhaltcn, so setzen wir dabei varans, dans X > v {n 
da wir sonsfc ja sehon X linear unabbangige Inlegrule der Gruppe V 
batten, die samtlieb crater Stufe \viiren. Der Dali X — v 0 erfordort 
aber, class «= • • • = gi = 0, d. h. X /< 0 , oder daws (<«),- i0 ) X 

in X emfaehe Elomcntarteiler '/nr la lit. 

Wir gehen nun von dem EimdamontalsyBiem 

(27) 2/oi, 2/oa, • - ?/«»-.., . •, \U 

aus, bei deni die v 0 soobeu ormiltolton Intogralo orator Htutb an fcStelle 
von y x j/ 2 ... j/,' 0 get ret on Hind. Dubb die n Integrale (27) wirklieh 
ein fundamental ay atom bilden, siebt man aun (2f>): man kann ja die 
Integralc y x . .. y Vti dureb die Integrale ( 27 ) ausdnieken, I’tdglieh 
jedes bcliebige Integral ebenao. Behalten wir fisr die llmlaulBeoei’li- 
cienten der n — v {) letzten Integrale in ( 27 ) die alien Zeiehen (a,/') bei, 
so lauton die Umlaularelationen des DimdamentalayatemB ( 27 ) 

?/oi wij/oi 

2A>3 «!?/(,;! 


(28) | 

I 2b'o I t 

Vn 


e>i2/o »*„ 

a >*o+M + ’ ’ ’ + a >‘<r\ l,i\,?/0r„ "I" «r„ J !,»■„ | l//»„ | ! | * * ' ”j «i,. | i. iijJ/m 
^nj/oi “I”- • • •j<„ 2/()»'„ 4“ I 1 y >*„ j I "j .| ' annlfn 


Hiernaeb nimmt die Fundamentalgkucdmng, mittelat (27) gebildet, die 
Gestalt an 


(2*) ^(«0- 


®r«,•••, 0 , i,i K„i I 


0 


, . . ., (i ) 1 — 07 , a Vii | i t , . 

G i H j ( I, r,, { I ' ■' 07 j « . 


} >„ | 1 ; 

1 
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soduss 





(20) 

A( 

ro ) : 

- oj) r ° 

^l'(co), 

wo 







7 ' 0 —{— 1 

“®7 

. . . , CC N) 

(no) 

A'(co). : 

• 


. . . 



^r 0 +l 3 ‘ 

n j 

• » • y M nil CO 


Da l > v 0 sein sollte, enthiilt A f (co) clen Linearteiler co x — o noch 
in dor Potenz (a?*—Wir konnen aber nacli einem von Oaso- 
rati herriihrenden Satz 1 ) sugar aussagen: 

Die Determinante A'(a) enthdlt jcden m cd x — co gehorigen Elcmen- 
lar Idler in einem um Mins niedrigeren Grad als A(co). 

A'(co) hat demnach (s. Art. 84) 

clen Elementarteiler (co 1 — g>) 

v ;? (^l G5 )‘ w 

;? 77 » Oi —«)*, 

und (lie: Anzuhl der Elementarteiler von (q 1 — ©)*-“''«> in A'(a) ist 

v i ■ • Fi + + * * * + Pi- v o — f^o • 

Um nun Integrale zu suchcn, die sich nachst denen der ersten 
Stale am einfachsten beim Umlauf andern, sotzen wir 

(3.1) r\z. : 4+lJ/i'o + l + * * • + C 'n ( ljn } 

wo die d noch unbeatimmt sind ; soclass nacli (28) die Umlaufsrelation 
dieses Integrals lautet: 

(32) ? -= 

(6V|-l«v|-l,l + * * + + * * + (^iU-l a »'o+l.»o + ■ " + C»«„r 0 )?/or 0 

+ (Cr 0 -|- i CC Vo + 1, r 0 -f H-H 6 Vi «m, r 0 +1) yr 0 +lH-1”(^r 0 +1 * H-N/i a nn) 2/n • 

r/ gelit also bei deni Umlauf in cine lineare homogene Function der 
Integrale erster Strife 2/<, t . .. j/o>*„ und in eine ebensolche der Integrale 
?/>vh i ? . . ., y n ilber. Da wir bereits alle Integrale erster Stufe von JH 
besitzen, wilrden wir zu einem neuen Resultat nicht kommen, wenn wir 
jetzt vorlangten, es sollte rj'i-'z (o t r/ sein, was das identische Ver- 
schwinden der ersten Zeile von (32) rechts erfordern wurde. Die 

1) Beweis im Anliang. — Von Casorati riihrt aucli die anf dicsem Satz 
beruhendo Vorvollatiindigung dos Hamburger 1 schen Vevfahrens her. Vergl. 
(JomptoB vendna hebdom, do l’aeademie des sciences do Paris, t. 92. (1881). S. 175 
— 178 u. S. 288—241. 
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einfachste neue Fordcrung, die wir stellen lcomion, ist darum die, os 
soil r}' abgesehcn von eincr Mnsutrdendm lineami lumuxjcnm Function 
von 2/01 • yor„ den Wert orluilten, d. li. es sollen die c' so lus- 
stimrnt werden, dass die (Ileicliungen 


(M) 


Crl+lfff.+ l.rrfl + ' • ' + r„+l 

Cn M/in 


CO l (!>.„+ t 


(i) t r„ 


erfiillt werden. Dies ist aber mbglich, weil die Determinnnte dieses 
Systems linearcr homogener (Ueielumgen die vorsdiwindendo Deter 
min ante A' (<x> x ) ist. IJncl da v x die Zahl der Ehmumtarleiler des 
Linearteilers (o^ — co)^ 7 '" von A'(p) ist, so ist das System (33) ?ylaeh 
unbestimmt. Bezeiclmen wir die v x willluirlich bleibenden der Oooffb 
cienten 6^,-p i 7 .. . 7 Cn } (lurch welche sieh nlle iibrigen linear und homo- 
gen ausdrileken, mit 

/Y / Y / Y 

Oil; <'12 ; . . ,, l./i Vi ; 

so wird 

(34) r/ • 6 r u yn + Ov^Jn + * • * + Ctr tl yiv t > 

wo yu yn*. .. yi Vl v x linear unabhhngige lutegrale sind, Das Uelztere 
ergiebt sich ebeieso wie bei j/oi . . . y/oim vorigen Artikel. (34) stelll 
daher 7 wenn noch das allgemeinste Integral erster Stale von V addiert 
wird 7 das allgcmeinslc Integral dar 7 welches sieh, heim Umlaaf mil <<>, nndti- 
pliciert und urn cine lineare homogenc Verb in dung der hdeyrah • ersier 
Stufc der Gruppc F vcrmchrt; y n y n . . . y/ 1Vl aber wind v x linear unab- 
hangigo lutegrale deraelben Art, aus denen man umgekehrt durdi 
Composition mit v x willkUrlichon Constanten und dureh I linzufdgung 
des allgemeinsten Integrals erster Stufe von F winder das allgemeinste 
Integral der betrachteten Art bilden kann. 

Die v x Intogralc yn .,. yi Vl sind aber uieht nur outer einunder? 
sondern auch von den ?/oi • • - f/ov u linear uuabhiingig, weil (dim Relation 
zwischen 2/ox - * . 2/or 0? yn« . * yiv t cine solehe zwisohen den Elementen des 
Fundamentalsystems (27) bodeuten wtlrde. Bezeiehnet man ferner die 
linearen homogenen Functioncn von y 0 t ... y ()ru7 urn die sieh y it . . . g x Vi 
beim Umlauf vormehren, und die sieh ms (32) orgeben, bezw. mit 

Lll(yOl * . . 2 / 01 'o); . - *; Llr^yoi . . . 2/t) 0 ? 

sodass 

(35) yia ee wtyia + £1 «(j/<n, • • •, yov u ) ^ u * ■.»n), 

so sind auch Ln,.. . 9 Li Vl linear unabhiingig. Bestiinde namlich cine 
Relation 
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+ h A 2 + ‘ ’ * H“ U x Li Vl = 0, 

so ware nach (35) 

hyn + * * • + h x yir x = (Zi2/n + • • • + lv x yir J. 

Demnach miisste j/ n H-h l Vx yi Vl ein Integral erster Stufe von F und 

daher durch die 2/01 • •• 2/or 0 ausdriickbar sein, wahrend dock die 2 / 11 — 2/in 
und 2/01 . . . 2 / 0 r 0 ; wie wir soeben sahen, linear unabhangig sind. 

Wir konnen daher die v x Integrale Lu .. . Lt Vl geradezu an 
Stelle von v x der 2/01 •• • 2/0 n> aetzen, sodass von diesen dann nocli 
v () —v t iibrig bleiben, die untereinander und von den L unabhangig 
sind. Behalton wir dann aber statt der L die alten Zeichen bei und 
nelmien an, dass etwa gerade die v x ersten der y 0 durch die L ersetzt 
warden, so besitzen wir jetzt ausser den v () Integralen 2/01 - .. yov 0 die 
v x Integrale 2/11 - • • 2/i r,, deren Umlaufsrelationen lauten 
(35 a ) yla EE (Diy la + yoa (« = l, 2,.. ., r x ) . 

Hieraus folgert man aber leiclit, dass y± a derselben Gruppe F an- 
gehort wie 2/o«? da andernfalls (35 a ) eine lineare homogene Relation 
zwisehen Integralen vcrschiedener Gruppen ware, die nach Satz 6 des 
Anhangs, Zu Kap. IV, ausgeschlossen ist. 

1st nun v () v x « A, so besitzen wir bereits A linear unabhangige 
.Integrate # der Gruppe JT. Andernfalls operieren wir mit dem Funda- 


mentalsystem 



2/01 • • • yOv 

Vn ■ 

• * yiv x j 2/^h-vi+i 

welter, wobei 



yt(ra) 

■ (©, 

- «j) ,, ' l+v ‘ A"(o) 


wird und A " (<n) nach deni (Jaaorati’schen Satz nur no eh 
v a - - ; ' j P* + rts H- h Pi 

Elementarteiler entsprechend dem Linearteilor (c^ — (D y i ^ v ^ u hat. 
Daher erhalt man jetzt v 3 linear unabhangige Integrale 

2/21 2/22 -. • 2/2 v* 

mit den Umlaufsrelationen 

(3G) 2/i>„ — °h2/2 a “f" • * * 2/0 ?/ll • • • 2/lJ'i) — r, 2,..* a ) . 

Diose ]j$u sind wieder linear unabhangig und konnen an Stelle von 
der yu...yi Vl gesetzt werden, (wobei gleichzeitig der 2/01 * • • 2/o n > 
durch v 2 linear unabhangige VerbindungeA derselben ersetzt werden) 
sodass die Umlaufsrelationen (36) die Gestalt annehmen 

( 3 (> u j 2/2« (Oiy^ct^yia 0*» u 2,..r 2 ). 
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So fortfahrend gelangt man spatcstcns nacli l fechnfcten zu eincr 
Determinant© welche nur nocli den in vt~?r- (i t Elementarleiler 

ersten Grades zerfallenden Lineartciler (a^ — <o) f,t besitzfc imd <lom- 
gemass vi Integrale 

tJn Vis • * • 1hv t 

mit den Umlaufsrelationen 

i)la ^ WiJ hit + 2 //J — 1 , a o* • * b % • • *1 v t ) 

liefert. Schrittwcise ergiebt sicb die linear© Unabluingigkeit umi die 
Zugehorigkeit zu JH allor bis daliin gewomienen Integral©, uml, da 

v 0 + v i + ’ ‘ ' 4“ v i ^ Fo + + • * ■ + (l + 1){<* X 

ist, bcsitzt man dann X linear unabhiiiigige Integrale der (Jruppo II 
Wir haben daber das Resultat: 

1st l)C8w. (i 0} f6 1? ..., {it die Anmhl der FAemenlarteilcr hv;:tv. erstnij 
mciten , + l)* f “ Grades des Linear tellers — (d)* der Funda- 

mentalgleichung mid ist 

v a . r (i u , g a + i “f* • • * 4~ Pi ^ °» 1 »• • •> o f 

so cxisticren X linear unabhangige Integrale der Gruppe V 


(37) 


?/<}I • • • lh v L • • • • ?/0»' a • • . ?/()»-, ?/(),»•, | 1 ■ • • //0r„ 

y U . . . J/i,,-?/t! V . . . ?/!,., 

2/21 • ■ • 2/a/-?/2r. 


l?/a -..?/*>•< , 

dercn Umlmfsrelalioncn laulcn 


1 2 /o a r:.;oJij/o« («t ... 

?7/te “f" ?/,/• 1,1/ ,\ ; t 

l , 2,...,0 


8 ft. Intograluntergruppou ontsproolioud don Elomontartoilorn 
der Fundamontalgloiohung. Wir kiinnwi nunmelir zuniielisl. l.-icht 
die analytischc Gestalt der im vorigon Artiknl successive West im mien 
Integrale der Gruppo F genau foatstellon. 

Im Artikel 84 salion wir sclion, dans die Integrale 

2/ei • • • 2/«>',. 

logarithmenfreie odor Integrale erster Htufo >ind. Nueh Artikel H.'i 
hat aher jedes Integral dor Gruppc F die Gestalt oiner gsuizen Fune- 
tion von log*, deren Coeflicienton abgesehen von dem Faktor £'■ 
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imierlialb U eindeutige, sich. im allgemeinen unbestimmt verhaltende 
lieilien sind. Es kommt also nur noch darauf an, die Stufenzalil der 
einzclnen Integral© zu bestimmen. Nach der allgemeinen Umlaufs- 
forniel eines logaritbmenbehafteten Integrals y } das einer der Zahl cj 1 
zugeordneten Gruppe angehort, (s. Art. 56 (6)) ist nun 

y — m x y 

ein Integral von einer um Bins niedrigeren Stufe als y. Hieraus 
folgt nacli (38),* da die Integral© y§ a erster Stufe sind, dass all© Inte¬ 
gral© yu ... y iVl zweiter Stufe sind; hieraus wieder vermoge (38), dass 
all© Integral© y % t ... y$ v% von der dritten Stufe u. s. £, endlich, dass 
die Integral© y n . .. y lVl von der (l + l) te “ Stufe sind. Also: 

Die Integrate 

Val • ■ • y<xv a (a = 0,1,. .., Z) 

sind Integrate (a + l) ter Stufe , d. h. sie hdben die Form 

tfitfi '■ ' ^ % Tl [sp«i + (fal-l log X -+ 9^0 log “«] , 

wo die cp imierlialb U eindeutige lieilien sind. 

Weiter sind aber die Integrale (37) auch bereits in Untergruppen 
gesondert. Betrachtet man mimlich alle Integrale, die in. (37) in 
(lersclben Oolonne stehen, welche also gleichen zweiten Index liabcn, 
so sind dieselben bezw. l tor , 2 tor , 3 tor u. s. w. Stufe. Nacli (38) mul- 
tiplieiert sich das erst© Integral dieser Oolonne beim Umlauf mit 
<n 1 , wahrend jedes andere sich mit multipliciert und um das 
vorhergohendo vermehrt. Die Integrale einer jeden Oolonne von (37) 
bilden daher Untergruppen und zwar von der in Artikel 68 behandel- 
ten Art. 

Dio Anzahl der Untergruppen erster Stufe ist daher (s. Tab ell e 
(37)) v 0 — v x : . (t 0 , die cler Untergruppen zweiter Stufe v t — see, 
u. s. w., endlich die Anzahl der Untergruppen (l + l) tor Stufe 
Dio Zahlen fx 0 ... waron aber die Zahlen der Elementarteiler 
bozw. ersten, zweiten u. s. w., (1 + l) ton Grades. Wir konnen somit 
das Ergobnis der letzten Untersuchungen in deni hochst eleganten 
Satz l ) zusammonfassen, den wir fur Stellen der Bestimmtheit schon 
im Artikel 80 gofunden batten: 

1) Vergl. dazu ausaer don schon genannten Arboiten von Hamburger 
und Case rati nocli 

Stick el bo rger, Zur Thcorio der linearen DifTerentialgleichungen, Akad. 
AntrittHHohrift, Leipzig, 1BB1. 

Sauvage, Annales do Fdoole normale, 3 mo sdrio, t. 8. (1891). S. 323ff. 

von Koch, Acta Math. Bd. 16. (1893) 8. 282. 

Hofftur, Din'yroutlalgloiolmutfou. 12 
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Kap. XII. Die Integral© in eiuem Kremiing. 


[HO. 

Die dem l- faction Linearteilcr ct^- ~ co der Lnndanicntalghuclnmg 
mgeordnete Integralgruppe Must rich derart in Ihdergruppm zvrlegvn, 
dass jedem Element ar toiler von (o^ — o) 1 brsiimmton (trades vine Vnkr- 
gntjppe dermlben Stufemahl entsprichL 

Hiermit beschliesscn wir die allgcmeinc (Jnter.suehung der In¬ 
tegral© in der Umgebmig einer Stelle der Unbeniimmiheil oiler all- 
gemeiner in einem Kreiaring. 



Kapitel XIII. 

Stcllen der Ilnbestiimntlicit, Lei denen sich ein Teil der Integrale 
besthnnit verli3.lt ReduktiMlitat. 

8 1 ?, Aufstellung der zti behandelnden Aufgaben. Wir haben 
im vorigen Kapitel gesehen, dass in der Umgebung einer Stelle der 
-Unbestimmtbeit und in einem kreisringformigen Gebiet die Integrale 
sich im allgemeinen unbestimmt verhalten, und wir schlossen aus 
Kap. X, dass jedenfalls niclit alle Integrale sich in einem solclien 
Kreisring, der niclit durch eine Kreisflaehe zu ersetzen ist, bestimmt 
Verhalten konnen. Dagegen ist keineswegs ausgeschlossen, dass ein 
Teil der Elemente cines in dcm Kreisringe U xxxit dem Mittelpunkt 
x — 0 giiltigen Fundamentalsystems sich in Bezxxg auf & = 0 be¬ 
st,immt verbal! 

Dass dies in der That moglich 1st, wenn die Unbestimmtheits- 
stello = 0 ausserwesentlich singular ist, lelxrte schon das 2. Beispiel 
in Artikel 23 , wo wir das eine sich bestimmt verhaltende Integral e x 
fandcn. Dass abor auclx bei einer wesentlich singuliiren Stelle oder 
ilberhaupt in einem Kreisring, in wclchem sich sogar die Coefficienten 
der DiJlbrentialglciehung unbestimmt verhalten, einzelne sich bestimmt 
verhaltcnde Integrale existieren konnen, zeige das einfache Beispiel 

x 

(1) y"- e *y'-*0. 

i 

x = 0 ist wesentlich singulare Stelle, da e x unendlich viele negative 
Potenzen eixthalt. U ist daher hier ein Kreisring um x = 0, dessen 
innerer Kreis cinen beliebig kleinen, dessen ausserer Kreis aber einen 
beliebig grossen Radius hat. Da der Coefficient von y in (1) Null 
ist, wird die Diflerentialgleiclxung durch eine Oonstante befriedigt, d. h. 
durch ein in Bezug auf x sich bestimmt verhaltendes Integral. Das 
zweite Integral muss sich daher unbestimmt verhalten. In der That 
folgt ja aus (1) 


x 
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Wir fragen daher: Unler wclehcn UwsUindni exirtinrn aurh hi 
dncm Kreisrhuj U } der nichl durch vinnC Kn is r:u rrsetr:ni id , rich he- 
biimmt verhaltende Integrate? — Wenn tlberhaupl seiche Integrale 
existieren, so giebi es naeh Art. f>(> aucli Integrale ersier ►Siufe mil 
dieser EigenschafL Wir erhalten also durch Beantwortung der obigeu 
Frage zuglcich Aulklarung fiber das in Artikel 19 uufgetretene Problem, 
unter welchen llnisldndm die Id dnrr aussmcemitlich ringiddmi Virile 
der UnhertimmlheU evenluell 8ii hildmden 7 rich hvrthmni vcrhuUenden lldhcu 
convergicrm , 

Die Untersuchung dor aulgeworreuen Frage wird uns auf dun 
Begrill' der lieduktihilitdt linvarcr Jli/fbnmlialgleichungen fUhren, der 
wiederutn interossanto Analogicon, aber auch Abweiehungen im Ver« 
gleich niit dor Thoorie der algebraiscben Gleichungon zeigt. 

88. Biirorontlalgloiclmng niodrigoror Ordimng fur dio nich bo- 
stimmt vorhaltond.cn Intogralo. Die Dillereutiulgleielmng 

(2) r(x, y) p u y ln) -f .‘H-1- v* v (1 

babe in x =* 0 cine Hteile dor lInbestimmtheit, dio ausserwesenUich 
odor wosentlicb singular seiu kaini* dio Umgebung dorsoiben werde 
wicder mit U bezeiehnet. Alios Folgendo gilt auch daun, wenn V nur 
irgond oinen Kroisring mit dom Mittelpunkt % 0 bezeiehnet, (lessen 

Flilcho koine singuliiron Punkte ontbiilt mid desson innoror Brgren* 
zungakreis niclit ganz weggolasson warden kann. Nur der kurzerru 
Ausdruckswoise wogon wollon wir (bidan immer von doin zuemt g»* 
narmton Fall spreehen. 

Imierhalb U gelte mm das Fundamtmialsysiem von (2) 

0 ) va ■ ■•v*, ih+1 ■ ■ ■ »/«, 

von dem dio Intogralo y l ...y f Bich bei :»;>=■(> boHtimmt vorhalton, 
wlilirend alio von dieson linear unabhiingigen Intogralo, iusboHontloro 
also y v +i, ■ • ■, y n , sich boi x = 0 unboBtimnit vorhulton. Hoi oinoin 
Umlauf urn x = 0 innorhalb U gold jades dor Intogralo »/, y, ... </,, 
nur in eino linearo liomogone Function von dieson selb«t llli«r; donn 
nach der allgeiueinen llmlanfslbrinol (Artikel f>(>, Formal ((>;') oinos 
logaritbmenbebafteten IntegralB, in dessen Uoihen siimUidio Ex^onon- 
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ten der Potenzen von x sich nur um ganze Zahlen von einander unter- 
scheiden, ist 

T* = ®«[y« + (2«0 H—] <* =i, 2 , a,... 

wieder ein sich bestimmt verhaltendes Integral und daher nach der 
Definition des Fundamentalsystems (3) durch y t .. y v allein ausdrlick- 
bar. Bei der Einteilung des Fundamentalsystems (3) in Gruppen oder 
Ohtergruppen (s. Kap. XII) miissen deshalb y t ... y v fur sich in solche 
einzuteilen sein. Wir konnen daher voraussetzen, dass dies schon der 
Fall und dass bei dem Uinlauf jedes der Integrale ^ .. . y v sich 

nur mit einer von Null verschiedenen Constanten multipliciert und um 
cine lineare homogene Function der ihin vorangehenden dieser Integrale 
vermehrt. Bildet man dann die Differentialgleichung 


y 

tt 

y • • 

2 / (,,) 

Vi vl 

tt 

Vi • • 

Vi (r) 

y-> vi 

tt 

y-i • • 

y^ r) 

t 

tt 

( lA 

Vv Vv 

y . 

• 


so lblgt nach Kap. X, dass diese bei x = 0 cine Stelle der Bestimmt- 
licit besitzt; d. h. 

Wcnn eine lineare homogene Differentialgleichung n tcr Ordnung bei 
einer Stelle der Unbcstimmtheit x — 0 v linear unabhdngige, sich be - 
slimmt vcrhaltende Integrale besitzt, so wird sie durch siimtliche Integrale 
einer Differentialgleichung v ttr Ordnung befriedigt, die bei x = 0 cine 
Stelle der Deslimmlheit hat 1 ). 

81). Zorlogung einos Differentialausdruaks. Aus vorstehendem 

Satz konnen wir nun eine interessante Folgerung in Bezug auf den 
vorgelegten Differentialausdruck P(x,y) in (2) selbst ziehen, die ilber- 
luiupt irumor dann Platz greift, wenn eine Differentialgleichung 

l\x, y) r + ihy in "~ l) H- + p»y = 0 

mit bei x = 0 eindeutigen Coefficienten durch samtliche Integrale 
einer DiHerentialgleiclmng niedrigerer Ordnung 

Q(X, y) H- M = 0 

mit ebenfalls bei x = 0 eindeutigen Coefficienten erfullt wird. 

1) Vorgl. F roboniuH, Cvelles Journ. Bd. 80. (1875). S. 326. 7, wo dieser 
Satz lur Difterentialgloichungen, die in %*=*0 eine ausserwesentlich singular© 
Stelle liaben, ausgesprochen ist. 
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Difleronzicrt man lnlmlicli Q (ji v)- null intch & und net'/. 

f’ 

uo 

so ist der Differentialausdruck 

uur uocli von der (»—l)‘ ou Ordnung, und Heine CueHieicnien nimi 
r Q (x) bei % = 0 eindeutig. Bio haben aueli wie *•„(.<:) in x «« 0 
dann eino wcsentlich singuliire Stello, wonn P oder Q, in x 0 
solclie besitzen. In gloiebor Weiso entfornt man nun dienem Dill 
tialausdruck aueli dio (n— 1)“’ Abloitung von y (lurch Subtra 
der mit einor leiclit zu bestinuneiulon, bei x =-• 0 cindoutigen bun 
r y (x) multiplieierten (m — v — l) lia Ableitimg von Q, soduss der I 
rontialausdruck 

nur noch (» —2) tor Ordnung ist, bei x = 0 eindouligo (JoeHicii 
und in x = 0 wie r x (x) nur dann eino wcsentlich Hinguliiro Stelh 
wenn P oder Q daselbst cine hoIcIic haben. So fortfahrend go 
man zu der ldentitiit 

(5) T(x, y) — r 0 - n gc»—>■_!)-»•„_,,<) ,s'(;c, ?/ ) 

wo 8(x,y ) ein Differentialausdruck hochstens (»> — l) 1 ' 1 ' Ordnuuj; 
bei ic = 0 cindeutigcn Cocfficicnton ist, die obenso wie die bei . 
eindeutigen Functionen r (> r t . .. in x = 0 cine wcHontlieh s 
Hire Stello nur dann haben, wenn dies von P oder (J gill. I 
man noch dio Ilczeichnung 

>"o2/ (n— ^ + • • ■ + »'»_> (/ Ii(.r, y) 

oin, so ist also nach (5) 

(6) l\x,y) Jt(x,Q) + 8{x,!l). 

Sctzt man nun in (G) I'llr y dor Iteilie naeli v linear tuialiliii 
Integrals von Q = 0 ein, ho verscliwindel jedesmal It und each 
aussetzung aueli P. Folglich muss aueli der DillerontialauH 
S(x,y ), desson Ordnung < v — 1, I’llr v linear unabhiiugigo Fund 
verscliwinden; dies erfordert abor nach einem Satz des Arlik 
dass die Coefficicnten von 8{x,'y) saintlich Null sind. Dei 
ergiebt (6) 

lXx,y) : .ll(x,q(x, r) 

oder kurz geschrieben 
.(1) Pr U(Q). 

Wir wolleu sagen: der Differentialausdruck P ist bei x 0 at 
Differentialausdruclcen Q und It gusammcngesdzt odor in dicse sir 
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Die Iieihenfolge der letzteren ist natiirlich wesentlich; wir wollen, wie 
hier, immer den „inneren“ (Q) zuerst nennen. 

Die Herleitung von (7) zeigt noch, dass, wenn P und Q in x — 0 
keine wesentlich singulare Stelle haben, das Gleiche aucli von E gilt. 
Somit haben wir den Satz 1 ): 

Wenn cine Bifferentialglcichung n Ur Ordnung P— 0 durch alle In¬ 
tegrate einer Bifferentialglcichung v Ur Ordnung (v < n) Q — 0 erfilllt 
winl und die Coefflcienten von P und Q lei x — 0 eindeutig sind, so ist 
P lei x = 0 in Q und einen Bifferentialausdruch (n — vj er Ordnung R 
mit elenfalls lei x — O eindentigen Coefflcienten zerlegbar. Ist x — 0 
fur P und Q aussenvesentlich singidare Stelle, so auch fur B. 

Umgekehrt ist evident, dass, wenn der Differentialausdruck 
P(x,y) wie in (7) zerlegt werden kann, alle Integrate von Q — 0 der 
Gleiclmng P= 0 gentigen, weil R(x,y) = 0 als liomogene lineare 
Differentialgleichung das Integral Null besitzt. Die Integrale ^ ?/ 2 ... 
von Q — 0 sind aber erst v linear unabhangige Integrale der Diffe- 
rentialgleieliung w tor Ordnung P — 0, und wir gelangen folgender- 
massen zu n — v weiteren. Es sei 

oin Fundamentalsystem von Ii(x, y) = 0. Dann sind die Integrale 
der nicht homogenen Gleichungen 

(8) Q(x, y) = 2 ,.. w ~r) ? 

jo oines von jeder, die wir mit y v +i, y v + 2 , .. y H bezeiclmen wollen, 
n—v Integrale von P = 0. Die Integrale 

yi y* • • • Vv y v +i - * • y* 

sind aber linear unabbilngig. Bestilndo namlicli eine Relation 

00 + * * ‘ + C v y t > + + • • • + y lt ~ 0, 

so dilrften in dieser nicht alle C v +i ... C n Null sein, weil die y x -^y v 
unter sich linear unabbilngig sind, und es diirften nicht alle C^... C y 
Null sein, weil aus einer lineareu Abhilngigkeit der y v +% .. . y n unter 
sich eine solcho der qj nach (8) folgen wiirde. Es miisste also in 

(9) niindcstens eines der (J x ... C v und eines der GV|-i.. .. C n =(= 0 

■sein. Ware also etwa C x =f= 0, so ware nach (8) und (9) 

Vx ~ n + * * * + OvVv) Q (GVf + * • * + C n y n ), 

worin die zweite Klammer nicht identisch Null, ein Integral der nicht 
homogenen Gleichung 

1) Vergl. Frobenius, Crelles Journ. Bd. 70. (1873). 8. 257. 
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S\ / \ V 4 " 1 ^71 

Q(pc, y) =-g— 13 , 4-1 - -Q- n n , 

walirend dock ^ ein Integral der reducierten Gleichung Q — 0 ist. 
Eine Relation (9) ist daher ausgeschlossen, und wir kaben das Er- 
gebnis *): 

Wenn ein Differentialausdruck n fer Ordnung P sich in zwei andere 
Q und E beziv. v ier und (n — v) ter Ordnung zerlegen Icisst, 

P = R(Q), 

so erhdlt man ein Fundamentalsystem der Gleichung P= 0 durch ein 
solches von 

Q = 0 

q Ji y% • * * Vv und, durch je cm Integral y v +cc der n — v nicht • homogenen 
Gleichungen 

Q £.—- 7J V _|_ a (a = 1, 2, . . n — r) ? 

wo riv+i . .. 13 * ein Fundamentalsystem von E = 0 ist. 

90. Zerlegbarkeit ©ines Differentialansdrncks mit bei x — Q zmn 
Tell sich bestimmt verhaltendenlntegralen. Die allgemeinen Ergeb- 
nisse des vorigen Artikels wenden wir nunmehr* auf die Differential- 
gleiclrung ( 2 ) bei den im Art. 88 gemacliten Voranssetzungen an. 

Zu dem Ende bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (4), 
wenn sie etwa in die Normalform bei x = 0 gesetzt ist, mit 

A(x,y), 

und finden demnach einen Differentialausdruck (n — v) ter Ordnung 
B(x, y), sodass GL (2) die Form erhalt 

(2“) P(x, y) = B (x, A(x, y)) = 0 

oder P = = 0. 

Wie wir wissen, liefert A — 0 samtliche sich bei x — 0 bestimmt 
verhaltende Integrate von P = 0 (s. Art. 88 ). Die ubrigen Element© 
eines Fundamentalsy stems von (2 a ) in der Umgebung von x «= 0 
mils sen sich daher durchweg unbestimmt verhalTfen. Daraus folgt, 
dass auch alle Integral© von 

w P= 0 

sich bei x = 0 unbestimmt verhalten. Ist namlich r\ ein Integral von 
B = 0 ; so ist nach vorigem Artikel jedes Integral der nicht homo- 
genen Gleichung 

A — 7] 


1) Vergl. Frobenitis, Crelles Journ. Bd. 76. S. 259. 
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ein von den Integralen y k y 2 .. . y v von A — 0 linear unabhangiges 
Integral von P = 0. Ware nun r\ ein sich bei x — 0 bestimmt ver- 
baltendes Integral, so konnten wir annehmen, dass es logarithmenfrei 
ist; denn wenn die Differentialgleichung B = 0 uberbanpt siclx be¬ 
stimmt verhaltende Integrate besitzt, so besitzt sie jedenfalls auch 
ein solches von der ersten Stufe. Dann wiirden sich aber auch alle 
Integrate der nicht homogenen Gleichung A = r\ bestimmt verhalten, 
da die reducierte Gleichung A = 0 bei x — 0 eine Stelle der Be- 
stimmtheit und die bomogene Gleicbung (v + l) tor Ordnung, der alle 
Integrate von A = r\ gentigen, bei x = 0 wieder dieselbe Eigenscbaft 
hat (s. Art. 58). Wir wiirden demnach ein von y x y% - • - y v unab- 
hangiges, sicb bestimmt verbaltendes Integral von P = 0 finden, was 
ausgeschlossen ist. Demnach miissen alle Integrale von B = 0 sicb 
unbestimmt verhalten 1 ). 

Wir fassen das Resultat der ganzen Untersucbung in dem Satz 
zusammcn: 

Wenn die Differentialgleichung 

y) - 0 

bei der (wesentlich oder ausserwesentlich singuldrcn) Stelle der Unbe- 
slimmlhcU x == 0 genan v linear unabhdngige, sich bestimmt verhaltende 
Integrale besitzt, so ist F(x, y) zusammengesetzt aus einem Differential- 
ausdruck v tor Ordnung A(x, y), der bei x = 0 eine Stelle der Bestimmt- 
licit hat, und aus einem Differentialausdruch (n — v) ter Ordnung B(x,y), 
der. bei x = 0 eine Stelle der Unbestimmtheit hat 

PeeeP(J-). 

A == 0 hat also nur sich bestimmt verhaltende, B — 0 hat nur sich 
unbestimmt verhaltende Integrale . 

01. Spocialisierung fiir ausserwesentlich singulare Stellen. Zer- 
logbarkeit dor Recursionsformel. Nebmen wir jetzt an, x — 0 $ei 
koine wesentlich singuldre Stelle, so liisst sicb aus dem vorstehenden 
.Resultat nocb ein interessanter Schluss in Bezug auf die Recursions- 
tbrmel und die d eterm ini even de Gleichung von P=0 ziehen. Wir 
knupfen zu dem Ende zuniichst wieder an die allgemeinere Untersucbung 
in Artikol 89 an und setzen voraus, die Differentialgleichung n tox Ord- 
nung P = 0 , die in x = 0 keine wesentlich singuliire Stelle hat, 
werdo (lurch samtliche Integrale der Differentialgleichung v t0T Ordnung 
Q = 0 befriedigt, welche in £ = 0 ebenfalls keine wesentlich singular© 

1 ) Vergl. F'robeniuB, Crelles Jo urn. Bel. SO. S. 326. Satz 8 . 
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Stelle bat. Beide Differtuitialausdrlicko dcnken wir hub in die Normal- 
form bei x = 0 gosetzt 

(10) l J (x, y) ■ j/ (w "" l) +.+ %\*jj 0 

(11) Q(x, y) -- »H-b 'B,y •- 0, 

wo die ^ und B gewolmliche Potenzroihon Bind uud wedor die nodi 
die B fur x = 0 aiimtlicb verBcbwindon. 

Nach Artikel 89 giebfc es dann einon DiHerentialaundniek (n vJ KSX 
Ordnung 

( 12 ) ;?/): : r o 0 « -|-+ ,//, 

der boi a; == 0 ebenfalls keino weaenllich aingulSire Stelle bat uiul 
derart gestaltet iafc, dass 

( 13 ) 1\j\ y )* It(x 9 

Keion nun 


(10“) 


ttkkl'k ~|~ "kk .-1 Ol— l + ' • 

■ + «k,<l'.< ‘ 

0 

m 

(h« 

‘ ( Jkk('k + (Ikk- -lOt ‘--1 + * * 

■ + (lk U r„ ■ 

— o 

(12") 

Ihu 

'i hick<'k ~h hkk-~i<'k- i + . • 

• + hk«c„ ' 

«« () 


die Recuraionsformeln von bezw. (tO) ; (II), (12), wenn man in jedem 
diesor DiilerentialauBdrueke subatituiert 

y = H ^ <'k£ k <*• ■«. *'*!■*.••• >. 

Berner aei Ji(x } y) die Normalfonn, in welehe man aueb den Ditto- 
rentialausdruek li(x 7 y) bei $****() dureh MultipUeaLion mil finer 
geeigneten Potonz von x netzen kann, Hodatw 

(14) :H(x, y) x x U(x, y), 

wo l oino positive odor negative gauze Zalil odor Null isl. Dunn ist 
nach Art. (! Kernel (5 U ) 

(i°") v^, n ) 2 

<*) 

0 ,b ) Q( x , v) (J * ,,xk 

(*■) 

( 12 ») 

w 

Setzt man daher in (13) ?/ == ij, so ergiebt sicb die linko Suite 
dieser Identitilt unmittelbar aus (10 1 ’), die reditu Suite abor huh (12 1 ), 






187 


01.] Stellen d. Unbestimmtheit etc. Beduktibilitat. 


wenn man nur statt der c k (1c = a, a + 1 ,...) in E ka die G ka 
(Jv — a } a -f- 1 ,.. *) einsetzt, d. h. es wird 


(1°) Q( X jV)) — QhkG kct J \r h kk — 1 G k — i jQ : + • • • + JhaG aa ) X k ~~ l 

(A) 

(A=«, 05+ 1, . . .) . 

Setzt man no eh znr Abkiirzung 

(16) Jl kk G ku -\-h k k — i G k — + * * * 4“ h k u Gaa lI ka (Gr k fv) , 

so liat man also naclx (13) 

( 1 . 7 ) 2 ■ -2 E U< :; ^)x k ~ x 


Ilier ist links x a die niedrigste Potenz der Summe; damit dies aueli 
reclits der Pall sei, muss, da a ganzlicli unbestimmt ist, X notwendig 
= 0 sein. Hieraus folgt aber nach (14), dass der Differentialausdruck 
ll(x, y ) selbst sclion die Normalform lei x = 0 hat., nnd die Identitat 
(17) lautet 


(17“) 


^ l'\« X‘ 
l*) 


(*) 


sodass man weiter die Identitaten 

(18) Fkct = Hka(G ka ) « + !.•••) 


erhult, oder ausfiihrlich gesclirieben 

(18 tt ) dkk Ck + a k k —1 4" * • • + <htx Ca 

IkkijjkkCk + jjkk — L Ck —1 + * * * + {/kaC t< ) 

+ ^AA— t (^/A— 1, k — l C k — 1 + * * ’ + <Jk — l> (tCa) 


+ hkuO a u Ctf . 


Vergleielit man hierin die mit demselben c multiplieierten Grosscn 
a,uf beiden Seiten, so ergiebt sich endlich 

(a kk ^ hkk <Jkk 


( 10 ) 


®kk — 1 == I'kkffkfc —1 + Ikk — 1 (Jk — 1 A —1 


Beaehten wir nocli, dass in der ersten der Identitaten (19) a kk} g kk , 
hkk die zu x = 0 gehorigen determinierenden Functionen von bezw. 
P, Q, II sind, so konncn wir die in diesem Artikel, insbesondere in 
den Formein (18) und (19), gewonnenen Resultate folgendermassen 
aussprechen: 

Wird die Differentialgleichung n ier Ordnung P = 0, wclche lei 
x — 0 Jceine wesenllich singuliirc S telle und die Normalform hat, durch 
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alle Integrate der DiffercntialgleicJiung v w ' Ordnung Q —0 crjultf, tctielw 
lei x = 0 elenfalls Iceine wesentlich singuldre Ctelle und die Nomtalform 
hat, so ist 

pi.-.dm, 

wo II ein Differentialausdrueh (n — v) l,T Ordnung ist, weteher ■irirdmim 
lei x= 0 Iceine wesentlich singuldre idte.lte und die .Normalfonn hat. Die 
Becursionsformel von P = 0 ist mis down von Q 0 und H O su- 
sammengesetfst 

( 0 ka ), 

und die deterndnierende Function von F ist das 1‘mluld derjruigen no/ 
Q und It 

<h'k ■ gkk hkk • ') 

Wondon wir diosen Satz an! unsor AuH^iini'Hprohlfjn an, woboi 
P = 0 in x — 0 oino Stello dor Unbeathmuthoit liubon, alicr irotz 
deni ein Toil dor Integrate boi * «=- 0 boatimmtoa Vorhaiton zoigeu 
sollto, so orgiebt sicli inmiittolbar daruua, daaa dann {> (odor A in 
Artikol 1)0) in x <= 0 oino .BoatiiumtheUaaUdlo babon inuaalo, dor 
Satz 3 ): 

Die Ansahl der linear nnalhdngigen, siah lei .r - » O bestimmt rcr~ 
haltenden Integrate der Differenlialgleiclnmg P(.r,»/) 0, die in .o ^ o 

heine wesentlich singuldre titelle hat, ist liikhstens glcich dew tirade der 
determin icrendcn I unction von F(ui, </) und gcuuii glcich demselbcn, irniu 
hei der Zerlegung 

F B(A), 

wo A in sc = 0 cine Itestimmtheitsstelle hat, die deter/nininrude Function 
von It cine Constants ist. 

Don orston Toil dienes Satzos batten wir auoh an erHeblloamm 
kbnnen: Woim die DilVerontialgloiohung /b =0 „ linear unubhiingigo, 
aich boi & =» 0 boatimmt verlmltonde lni-ogralo beait/.t, dart man 
annelunen (a. Art. 71), daaa niebt zwoi von ihuon zu doiuHoibon an 
gleiclicr Stello atobonden llixponenton gobbron. Danu iuuh.s abor dio 
detorminicrondo Gloichung nacb Artikol GO mindoatona Unubsa noin. 

02. Zerlegung ein.es Difforentialanedruckoa in Diil’erontialaua- 
driioke orster Ordnung. Obwolil das i'ilr daa gogonwiirtigo Kajnfol 
aufgestellto Problom bereita soinor Lbmmg zugef'Qlirt ist, wollen wir 
die Zerlegung von Difjerentialausdriiclcm, wolcho boi jonor (Jnterauohnng 
als Mittel diente, noch etwas woiter verfolgon. 

1) Vergl. ProbeniiiB, Crelles Joum. Bd. 80. S. 821. 

2) Ebenda S. 880. 2. 
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Die Differentialgleichung 

(20) P(%,y) — 0 

habe in der Umgebung U von x — 0 eindeutige Coefficienten, gleicli 
viel welcher Art die Stelle x — 0 im ubrigen sei. Nach Kapitel XII 
giebt es dann jedenfalls ein innerhalb U gultiges Fundamentalsystem 

Vi Vz • • • Vn > 

das in Untergruppen eing$teilt ist, sodass bei einern Umlauf um x—0 
jedes Integral sich mit einer von Null verschiedenen Constanten mul- 
tipliciert und hochstens noch um eine lineare homogene Function der 
vorangebenden Integrate vermebrt (wenn wir uns namlich in der Folge 
von y x zu y n die Elemente jeder Untergruppe nach wachsender Stufen- 
zahl geordnet denken). Diese Eigenschaft bleibt also bestehen, wenn 
wir am Ende der Reihe y x y% - • .y n eine beliebige Anzahl von Inte- 
gralen streichen. Nach einern Satz des Artikel 72 geniigt daher jedes 
der Functionssysteme 

y L ?y 2 ... yx-iyx ca-i.s,...,**) 

einer lincaren homogenen Differentialgleichung bezw. /L tor Ordnung, welche 
bei x = 0 eindeutige Coefficienten hat. 

Bezeiclmen wir die Differentialgleichung fur die Integrale 


mit 


yi y% • • - 
P'= 0, 


so ist nach Art. 89 P zerlegbar in P r und einen Differentialausdruck 
erster Ordnung P n mit ebenfalls bei x = 0 eindeutigen Coefficienten 

Pee~P u (F) 


oder kurz gOHclirieben 


P^P n P\ 


P' ist aber wieder zerlegbar in einen Differentialausdruck (n — 2) u,r 
Ordnung P", wenn niimlich P" = 0 die Gleichung fur y x j/ a . . . y n —t 
ist, und einen Differentialausdruck erster Ordnung P n —i 

P'e= P^iP" 

sodass 


P = ^iP". 


So fortfahrend gelangt man zu der Zerlegung von P in n Differential- 
ausdrilcke erster Ordnung P 1; P 2 , . , P n —i, P», die samtlich bei 
x «= 0 eindeutige Coefficienten haben, 

(21) P^P W P»- 1: ..P 2 P 1; 

= 0 liefert also das Integral y u P 2 I\ = 0 wird ausscr durch y x 
noch durch y % befriedigt u. s. w. 
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| i)2, 

Wir habcn also den Satz: 

Jcdcr l)ifferenMalaiisdruclc n t,r Onlmmg 

mit in dor IJmgdmng von # = () c'mdmligcn Pocfficicnlm liissi sich in n 
Bilfercniialaiisdriickc erslcr Onlmmg mil ebon fill Is bvi x «=» 0 cindniligcn 
Cocfficicntcn 

P:. 

zerlegen. 

Nelmien wir insbesomlere an ? dans .P bei x 0 nine St idle dor 
Besfcimmihoit hat, so gilt naoh Kap. X das Ghdohe aucli von jedem 
der Diffcrentialausdrticke 

7> 7> 1> V , 7> p 

Folglich kann zunaehsfc Ji in x -- 0 koine wesontlieh singuiure Stella 
habeu ; da 1\ and Itl\ in x (dm* ausserwesenf lieh mngularo. 

Stolle habon (Art. 89). Ebenso orseldioNst man, dass P ti in 

x == 0 nnr eine ausserwosentlidi singuiure Sidle habcn. Da mm ahor 
dcr Grad dcr detenninierenden Function von /t l\ 1% dt*r von l\ l 
and nacli Artikol 91 der Grad der dderminierenden Function von 
P 2 Ii die Sumino der Grade der determinierenden Functionen von l\ 
und J\ 2 ist ; so folgh, dass dieser Grad aiudi bei l\ den \V«*rt 1 hat. 
d.li. dass It ebenlalls in x ~ ~ ( ) cine S telle der He.stimmtheit hat. 
Das Gleiclie ergiebi; sich fur ,P n} und wir habeu dan Resullut'): 

Hal dcr JJi/fircntiaUtusdruck v! n ' Onlmmg I\x } g) in x O vine 
tile lie dcr Jlaslhnmlhcdj so gill dassdbr von dm t )if}crrntittUtH:>driiclccH 
erster Ordnung 

/> p p p 

* 1 ) * ,!)**’ ■* 1 n 1 j * fi j 

aim denen man ./' zmmwcnsctzm kaun. 

Die Zerlegung ein.es DiirorentialauHdrue.ks in Different inlausdriloke 
erster Ordnung, — die man uueli Xnin/mii/ in si/mhntisrlir I‘rimfaU<> 
ren genannt luit a ) — orimiert nun winder aui' das f.rebliul'te.".(e un die 
Zerlegung einer ganzen rutionalen Kunetiim in Lineariakfuren, mir 
dass dicse symboliscbeu Kakloren ini allgetneinen nielit untereinander 
vortauselibar wind. Wie aber die Zerlegung einer ganzen l'’unctiiin in 
Linearfaktoren nur muglicb ist, wenn man den (ioel'ficieuten der lel.z- 
tereu den weitesien Sitielraum liissi, — es sind ja die Wurzeln der 
algebraiscben (Jioichung— also wenn man naeii der K rone eke r’selien 
Ausdrucksweise die "Wurzeln der Oleichung stslbst dem Rutionalifiiis- 
bereicli adjungiert, so ist die Zerlegbarkeit. aueh bier (nacb dem all- 

1) Vgl. Frobenius, Crollos Journ. HJ. 80. H. 325. 5. 

2) Floquet, Annales do l’dcole normalo, 2““ udrio, t. 8. ( 1878 , 1 . Suiqd. .S. 78. 
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gemeinen Satz dieses Artikels) nur so moglicb, dass von den Coefficienten 
der Primfaktoren lediglich die JEindeutigkeit ausgesagt werden kann. 
Die Eindeutigkeit war aber auch das Einzige, was dabei von den Coeffi¬ 
cienten des Differentialausdrncks P(x, y) selbst vorausgesetzt wurde. 
Bleibt man also bierbei stehen, so ist es umnoglich, fur lineare Diffe- 
rentialgleicbungen eine der Irreduktibilitdt und Beduktibilitdt algebrai- 
scher Gleichungen analoge Eigenscbaft zu definieren. Wollen wi? zu 
einem solclien Begriff gelangen, so mussen wir daber mindestens die* 
erste moglicbe Einschrahkung treffen , namlich die, dass x — 0 Iceine 
wesentlich singuldre Stelle sein soil. 

ft3* Reduktibilitat linearer Differentfalgleicbimgen. Ist 

(22) P(x, y) = 0 

cine Di/fcrentialgleichung n tor Ordnung, die in x = 0 Iceine wesentlich sin- 
guliire Stelle hat, so nennen wir dieseTbe „bei der Stelle x = 0 reduktibel u , 
wenn sic mil ciner Difl ercntialgleichang niedrigerer Ordnung von derselben 
Uescha/fenheit 

(23) «(*,»/)-=0 

cin Integral gemein hat, andernfdlls „irrcduktibel bei x = 0“*). 

Angenommen P=[ 0 sei reduktibel, und die Differentialgleicbung 
niedrigerer (i/ wr ) Ordnung Q = 0, mit der sie ein Integral rj gemein 
bat, sei irreduklibei Nacb Artikel 89 konnen wir P in die Form setzen 

(24) P^lt(Q) + S, 

wo 11 und S bei x = 0 wieder keine wesentlich singulare Stelle 
haben, 11 von der Ordnung n — v und S hochstens von der Ordnung 
v —1 ist. Setzt man in (24) y = v\, so versebwinden Q und P, folg- 
lich muss aucb 

S(x, n) 0 

sein. Da aber Q***0 irreduktibel sein sollte, also mit der Differential¬ 
gleicbung niedrigerer Ordnung $ = 0 , die bei x*=0 keine wesentlich 
singuliire Stelle bat, kein Integral gemein baben kann, muss fiir jeden 
Wort von y 

S(x,y) : -0 *’ 

sein, d. b. wir baben 

p m) 

odor den Satz 1 2 ): 

1 ) Vorgl. Frobenius, Crolles Journ. Bd. 80. S. 322. Zu unterscheiden hier- 
yon ist die auch von Frobonius (obenda, Bd. 70. S.237) gegebone Definition. 
S. auch KoenigHbergor (ebenda Bd. 90. (1884). S. 123). 

2 ) Dioaer und der folgondc Satz sind neb at ihrer Ableitung nahezu wOrtlich 
von Frobenius, Crolles Journ, Bd. 80, S. 257 u. 258, entnommen. 
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Wenn eine lineare Bifferentialgleichung wit einer irreduktibl 
rentialgleichung tin Integral gemein hat, so wird sie durch sdmt 
tegrale derselben erfullt 
Sind 

P« 0 und P x = 0 

zwei Differentialgleichungen bezw. M ter und n^ QT Ordnung, die To 
keine weseutlich singulare Stelle haben, so kann man die F] 
und bezw. welche Integrale sie gemein haben, durch ein "V 
entscheiden, welches demjenigen zur Aufsuchung des grossten 
samen Teilers zweier ganzen Zahlen oder zweier ganzen Fu 
vollig analog ist. Es sei^J>%; dann konnen wir die Ed 
Identitaten bilden 

P sB^ + P, 

Pi = ^(P 2 ) + P 3 

Pi —1 = Hi (Pi) + Pi + 1 ; 

wo alle P und R bei x = 0 immer wieder dieselbe Besch 
haben, und, wenn n* die Ordnung von P& ist, die Ungleichu: 
n ^ n t > n 2 > • • • > w* > n*+i 

bestehen, die zur Folge haben, dass man endlich zu einem v< 
denden % gelangt, namlich spatestens fiir & = ^ 1. Es 
das erste verschwindende w*, sodass P*+i ein Differentialaus<3 
Ordnung ist, d. h. 

(26) Pi-f i = <p(%)y • 

Nacli (25) muss nun jedes Integral, das P — 0 und P x = 0 
sam ist, auch P 2 = 0, P 8 = 0 u. s. w., endlich auch P* = 
P; +1 = 0 erMlen, und umgekehrt ist jedes gemeinsame 
dieser beiden ein solches von P—0 und P t — 0. Ist .dahe: 
( p(x ) von Null verschieden, so haben P = 0 und P x =0 
triviale Integral y = 0 gemein. Ist aber^cp^) = 0, so sind 
tegrale von 

m Pi - 0 

auch Integrale von P = 0 und P x = 0. Hieraus folgt: 

Wenn eine lineare Bifferentialgleichung reduMibel ist, so 
eine Bifferentialgleichung niedrigerer Ordnung , deren samtliche 
dev vorgelegten genugen. 

Ist nun die Gleichung Q = 0, deren samtliche Integral 
erfullen, selbst wieder reduktibel, so giebt es eine Differential! 
noch niedrigerer Ordnung, deren samtliche Integrale <3 = 0 i] 
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V — 0 eriullon; *u. s. w. ; bis man m einer irreduktiblen Gleicbung 
r J\ ~ 0 gclangt, deren slimtliclie Integrale P = 0 geniigen, sodass 

Ebeimo kann man aber auch die Gleicbung 8 = 0 und folglich den 
DiircriintiiilauKdi'uek S bebaudeln; u. s. w. So kann^man sehliesslich. 
./’ in die Korm bringen 

I> l. . TxTx-!... l\T ly 

wo 7 !j, Tx—i, . . . , P 2 , 1\ lauter irreduktible Differentialausdriicke 
siiul, deren Ordmuigszahleit die Summe n liaben. Also: 

Fin redtiktiblcr Differenlialausdruck n ter Ordnung P(x, y), der bei 
x = 0 icehtc wrmillkh singiilare Stellc hat, kann in eine Arnold irre- 
dnklibler symbolischcr FaMoren zcrlegt werden, sodass die Summe von 
derm Ordnnngssahlcn gleich der Ordnung n von P ist. 

lflinou Special tall dieses Satzes liaben wir bereits in dem zweiten 
Satz dcs Ariikcls S)2 kennen gelernt. 

<)1. N'aohwois der Existonz irrednktibler Differentialgleichungen 1 ). 
Wir wolleu mm nocli davon iiberzeugen, dass es in der That irrediddiblc 
Ihuvre Differndialgieiehmujcn jeder Ordnung iiberhaupt giebt, da dies 
ju a,us dem Vorhergcliemlen nocli nicht zu ersehen ist. Wir brauchen 
zu dem Ernie mir nachzuweisen, dass es Differentialausdriicke n ter Ord- 
nmig giebt, die niclit in zwei andere zerlegt werden-konnen. 

Die Ditt'ereutialgleichung n u ' c Ordnung. 

GJ7) J‘{x, y) : x’ 1 ^ u 2/ w + tf’* -1 0 + • • • + y = 0, 

vvelelui bei — 0 die Normalform liabe, sei so bescliaffen, dass in der 
zugehbrigen K.eeursionsfonuel 

(2H) Fk„ ’ a-kkOx + Ukk-iCk-i + • • • + a >-«— 0 

,t u von k unabhiingig ist, «**-i aber den hbch.sten moglicben, namlich 
den n Um Grad in /.; hat. Dicse Dedingungen sind leiclit zu erfiillen. Da¬ 
niil, a Lk vom () Um Grad in l sei, ist notwendig und liinreicheud 

(s. Art. Hj ? dans 

(2U) $ 0 (0) = (0) = o, ?«(0) 4= 0. 

Maeh Artikol (> (7) ist 

k .i 2^' ( k - l) (6 - 2)... (k -n + v), 

wo 

n Vergi. FroboniuH, Cvoile* Joum. Ibl. 80. S. 332. 333. 

13 

Hefner, 
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Damit also (tn-t vom n iim <Snul in k M*i, ini m*tumnlig umt 
clieinl, class 

(30) | <*. 

Wir selien also zunaehst: 

Die mdivcud^jcn wnd Idnrviehendt n lUdmnmutt u tut/m , *m.v 

m x «= 0 (jchih'hn'n Uvcurshmsformd i \ % , u u, / 

WM n*' ,w (/me/ »sr/ ; hvddtvn dtmn t titles da lhf/t n nhahi 
die Gestalt hat 

(27 ft ) I\a ,?/) 1 s ^o?/ (, * K "l " 11 I .//I f. 

W ^ ^ (fClcith)diehe l\dt n,j't ila n tuai ,c m mi uml '|\ t 

fur x ===== 0 rcrsvhwiudnL 

Von IHIlmntmlgleiediungen, in demt */u j <> gehnngor 
sionsfonuel (28) n a vom 0 tin ‘ ? Oa t vom n hu i trail id. id nh< 
zu zeigen, class Hie bei x (> irmluktihel siml. V\ iitv iiiiml 
Pittorentialuufuiruek I*(x, ;/) einor Huleheu (ileteltuitg zrrleghur 
Dillemitialausclrilcke medrigerer ? i> Ut uml {u * vf" Unlnung hr 
den IlcHUirHionsformeln 

S' uml //*„ u, 

so ware, wonn alio drei UilVewnUnluuHdrttrki* do* NonualiWm 
naeli cler ersien dor Oleirhungen (lit! 

t hi Ih % (ji i , 

also h kk and //u- win a kk vom <> t,u Prml in A. In dor zwn 
(doielmngen (!!!) 

( hk *i hu ihk i f In ,i i tji ii j 

ware abor rights // a x hbeludouH a 1 ”', // a j hnohHtmm in vf ,n 
also die reclite Heite jedenfnllH von utedngorrm aln limit n tvu 
wahrend links a kk i ti *" 11 (trades id. Pie <<Ii*irimit^ /* u b 
irrecluktibol bed x <), wonn sin dir Prdulf i hat, mtd wir 
den Katz: 

Die Glriehuny 

as “' l ' 1 ^o2/ ( " ) s- »•"?! //” 11 S- ! I ii' I 1%.'/ • " 

'Hu ? • • • 0'H ,t fjeu'tihiilicltc- I‘ot< nzii'iiiai run ./■ ,s tml uml 

I (l . 

ist bci x <= 0 irmlvl'libel '). 

1)5. Boispiolo. Wir wollrn iiooh oinige llfiKpirl** l'dr die !• 
sich bestinunt vcrlmltondcr Iniegralti bm finer Stelle dt»r Utdie; 

1) Vorgl. Floq.uet, Anualcs do l’uoole norm., 2'«>« tnSrie, t,8. (1H7«). Sui 
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lieit und fur die Reduktibilitat linearer Differentialgleichungen folgen 
lassen. 

Schon in Artikel 23 zeigte das zweite Beispiel 
(31) P(x, y) e-* x*y"+ xy'— a?(l + ^)y = 0 

die Existenz eines sicli bei der Stelle der Unbestimmtlieit x = 0 be- 
stimmt verhaltenden Integrals 


y = & • 

Wir wissen jetzt, dass Gleiclmng (31) infolge dessen reduktibel sein 
muss. In der That genugt y — c x der linearen liomogenen Differen- 
tialgleiehung erster Ordnung 


y'—y=* 0 

oder in Normalform geschrieben 

(32) Q(x, y) = xy'— xy = 0 , 

und man limlet leiclit, dass 

P(x,y)~li{x,Q(x,y)), 

we nn 

ll(x, y ) x 2 y'+ (1. - x + x*)y . 

Die Recursionsformeln von P = 0, Q — 0, R — 0 lauten bezw. 
(h. Art. 23) 

Rka ' ItCk — 1 “f" (k — 2) [ (/*; — 1) 4—1— ^-— 2 ] + (7* 2)4—2 — 0fc-~3 == 0 

(ha r Zjca- — r A ^_i = 0 

: 4 ~f" (&- 2 ) Ck 1 4—2 — 0 ? 


sedans 

und 

oiler 


Fka i^,(G^) 

ft** ^ ft** $** 


* ^ 1.7*, 

da liier 7i**=>l ist. Dies ist mit den allgemeinen Formeln in Art. 91 
in U ebereinatimmung. 

2. 1 hispid. Das dritte Beispiel in Artikel 23 
(33) 1>{x, y) 1 arV+ x(2x - l)y'+ y - 0 

hat bei & = () ? obwohl die determinierende Function erstcn Grades 
ist, kein sich bcstimmt verhaltendes Integral, wie dort (S. 44) nacli- 
gewiesen wurde. Die Zerlcgbarkeit der zugehorigen Recursionsformel 
J'l« : (7c - 1) [- c k + 7c Cjfc _ 1 ] =2 (7c — 1) G*« - 0, 


wo 


— Ck + liCk—i> 

liisst aber vermuten, dass die Gleiclmng reduktibel ist. 


In der That ist 




196 


Kapitol XIII. 


Q(tVj y) :ry' -|- {x -.. 1 D/ () 

eiue DiilbreiiUalgldiclmn^ mil tier Umir.siuriHtWiiwt <!.... mt 

l\x,y) U(j\ {H-i', //'>. 

wemi 

P(x/y) xy //, 

wo die Rocursionstbrnud von /t - = U 

//*., (* -IJo- " 


lautet. sodass 

Dio (jileichung (ml) isi also wirklioh mluktilud. \\ iihretnl ubt 
dor Zerlogung von wolcho oin sirh hostimmt verlmltnulrs In 
beaitzt, dor inner v Dillbronliulausdruek (J dio Bestiimuthoit.sgrntu] 
und dor iiussere II die dor Unhestimmihoh, isi rx hri uTlt umgek* 
Da /i = 0 das Integral ij - X Inti, siml dir Intr^ntdi* von i 
dio von 

{> a? s >-1 (x h//‘ *> 

mid 

aV-l-C 1 ' !»// ■<' n - 

$ = 0 Retort dan Integral 


If t 


Duh Integral von ^ srizl man in drr < Rvd.jlt an 

//.! Wit t 

und limlei dann (lurch Substitution in dir (Jleiohuug f t > x ^ u 

i 

l\.t) Jr'i/.r 

soin muss. Domna,oh sind dio liilogmlr v<m P 0 



beido unbosLuumt lad x o ? wie vh die Throne rHbnlrrk 

//. Jleispid. Undlich noch ein lkds|dtd zur Illtmtntl ton dr 
ziohung zwisehen don detorminiorendrn Kunctiouon zvvrirr Diflm 
ausdrttoko und dos uuh jcmtrn zusanmumgeHetztrn Diilrrentiulaumi 
Bildet man aun 

Q »^ f +^y+xy 

- ... & ■ xy + y i 

1) Ea w&ro oino wiiiiRcheiwwerto KrglUmmg diener Theorir, w< im h 
•weisen lioEae, class eine DiHorontialgloirhung, ctrrim detmidmerende Fu 
keino Comtanto ist, stela reduktibol int. Diener liowek int, Hoviel drr \ «* 
weiss, bishor noch nioht erbracht worden. 
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elche die Normalform liaben unci cleren determinierende Functionen 
izw., 

g*k = 1* (I* — 1 ) 

Ihk = It + 1 

nd ; den Diiferentialausdruck 

— x 2 (3 + 4 x 2 y + %xy 

it dor determinierendon Function 

Cl'kk z ~~ r - ItQo — 1 ) (It — 2 ) -|- 37$ (It 1 ) (Jc -}- iyit (Jv — 1 ), 

> liat auch P die Normalform, und es ist in der That 

a kk ~ hk(Jkk . 



Kapitel XIV, 

Die Integral*) in dor Umgolnuig imondlich groHser WeHe dor 
imabMnglgen Variabloun 

96. Transformation mittolst rooiprokor Radium Wir luilxm 
bisher fill* die Umgebung aller emllidien Werte von x, zu denen in 
Bezug auf die Diffemitialghudmng cine Umgdnmg iiberhaupl gelmrl, 
die analytisebe Gestalt uml dan Verbal ten der Integrate ermittdt, die 
uneiidlieb grossen Werte von x aber nodi gar nicht in den Kirin 
unscrer Bctraelitung gezogem Dio vollntandige Untersudutitg der In- 
tegralfmiction orfordort daber nocb oin Eingeben auf die letzterem 
Es sei 

(1) l\x, y) ■ _; 2/W + + • • • + VnV 0 

die vorgclegte 1)ifferentialgleicbung. Wir substiluieren mm — wie 
baivfig in tier Analysis, wenn es sich mu die tinier,siudmng einer 
Enaction fill* unejullicb grosso Werte ilirer Variablen bandeli -. in (1) 

(2) iff — l 

und ftlbren dadurcb filr x die none unabbangige Venimlerlidie ;; ein, 
odor wir bilden , wie man tiueli sagt, dir x tthrnc mitt rid rrripmkrr 
lladien auf cine t-Jibenc ab. Jedem endlichen von Null versehiodenen 
Wert von x entspriebt ein bestimmter endlidier von Null ver.sehiede- 
ner Wert von s und umgekehrt; jedem unendlieli grossen Wert von 
x aber der eine Wert % «=» 0 und umgekebrt jedem unendlieli gmmeu 
Wert von 0 der eine Wert x 0. Eerner entspriebt jedem Krais mit 
dem Mittelpunkt x •* 0 ein soldier mit dem Mittelpunkt 0 0 and 

reciprokem Radius und umgekehrt. Aber dem Innern nines Kreises 
in der #-Ebono entspriebt der ausserbalb des entHpreehenden Krauses 
liegende Teil der $~Ebene und umgekebrt. 

Man kann sicb von dieaer Zuordnung zwisdien den Punkten der 
#-Ebene und denen der ^-Ebene mittelst redproker Radien auf fob 
gende Art geometriseb ein sebr anscbaulidies Bikl m adieu (s. Fig. J). 
Die #-Ebene mid #-Ebeue mogen in ihren Nullpunkten eine Kugel 
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mit <lem Durchmesser 1 in zwei diametralen Punkten beriihren und 
dabei cine solche Lage haben, dass die reellen Axen beider Ebenen 
gleichlaufend, die imaginaren Axen aber ungleiclilaufend parallel sind. 



Um zu irgend cinem Punkt x nun den zugeordneten # = zu finden, 

oa 

braueht man nur x mit # — 0 zu verbinden ? wodurch ein bestimm',. r 
Purikt u Liuf der Kugel ausgestocben wircl. Verbindet man dann 

x — 0 mit u. ho trifft diesc Gerade die £~Ebene in dem Punkt #== — 
... x 
Der Boweis iwt leiclit zu filhren. 

Auh dem Grunde, weil bei dieser Abbildung jedem unendlich 
groHson Wort von x der cine bestimmte Wert # = 0 zugeordnet ist, 
Hprielit man gelegentlich auch sell on bei der #-Ebene selbst von dem 
unendlich fernen l\mld der x-Mbene und belegt cliesen mit dem Zeichen 

X =» 00. 


07. Dio transformierte Difforentialgleichung. Um nun die Trans¬ 
formation der Dillerentialgleieliung (1) raittelst der Substitution (2) 
wirklich auszuliihren, hat man einiual in alien Coefficient©!! p x durclx 
1 zu ersotzon und ausserdem die Ableitungen 

**# O 


(lurch 


dy 

Vry 

d n y 

il.it’ 

dx 3 7 * 

’ ’’ dx* 

dy 

d*y, * 

d n y 

7 

dz 

d z ** 

dr 


und $ 


auHzudrilcken. Fur Letzteres erhlilt man die Gloichungen 
dy __ ^ djf 


(•*») 


dx 

dry 

dx* 

(Py 

"dx* 


dz 
* dz* 


f 


9 «« 


n 


dz 


- M 2 + M t 


dry ‘ 1 "" d? 

u. a. w. 
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! u/. 


allgcmein 


(4) 


C— O' 


t<* // 

th* 


'”^+ 1! C)( 1 '. 1 (i - ‘> : 0'>)(i !)■ 


(A—i,», . 

Die lliclitigkeit d<*r allgcmuiineii Formci ergiebl sirh dumb die Methods 
der vollwtandigen Induction: Angenomiwn, (4 t ulire richfig lbs m 
irgend eiuem W eri von 2. DilVerimziert man dh'Htdbt* ctmmtl nurh a; 
mid beaelitet, claws man cla/ai mbits zuniichHl mudt diHVivtr/berf mul 

claim mit == — T muIiiplicicTi, so Inti man nut It Multipliratiun 

mit — 1. links 


(.ly 1 


11 


,rH /; 

t is i 1 


und recliis lauler positive (ilioclor. HaHjenige mil tier hurhstmi Ah 


leitung wire! 


A -f" 2 


</a-H 

Ala (Joeflicient oilier. boliobigen Ableitung 


dz x ~ k 


(i 0, i,.. , i i) 


k j 


crliiilt man aber 

[*'®(V)( 3J -*>+'*+ Hi , !>;.■■ 

womit bowioaen i«t, da«n (4) uneli gilt,, wenn man X diin-li X |- i 
eraotzt. Da aber die Kennel (1) Mr A ^ 1, 2, :'» riehtig Ut, iat 
ilire allgemeiiii! Gilltigkoit dargetluut, 

Demuach lautot die dureli (2) (raiiMMyniertc Dillerentialgleidiung 
nacli Multiplication mit (— 1)" 

(r>) *»■ 


tls* 

,/M—t 


+*“-‘£2’Ml) (V) 1 C 


dz' 

+ s ’-££[»(;) s ) 1 i;) i,,on 

+ s «2[(»-D!.+ (—.,(■) 

+ *'y [C— 1 )"JL j*» (‘)] — °» 
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oder kurz yeschrieben 






t&n—k ^ y l \\( n — A /n~~X —1\ 1 


/:•-.() 



WO 

p 0 = 1 . 


Da dor Coefficient dor libehsten Ableitung in dieser transformer- 
to.u Gleiehung 5 2n ist und die iibngen Coefficienten linear in den mit 
Potenzen von 5 lmiltiplieierien Grbssen 

Hind, hat (5) als singular© Stellen irn Endlichen nur die reciproken 
Werte dor endlichen singnlaren Stellen von (1), ausserdem dber im 
allgemeinen noch $ — 0 ah singuldre Stclle. Die Umgebung von ^ ===== 0 
ist der Krcis urn 5'= 0, der durch den dem Punkt £ = 0 am 
niichsten liegenden singulliren Punkt von (5) hmdurchgeht, bezw. der 
Kreisring, der aus diesem Kreis durch Ausschluss von 5 = 0 selbst 
entsteht. Da aber 5 = 0 dem x — oo entspricht, werden wir als 27m- 
gelnmg von x — oo in Bcmg cwf die 1) iff event ialgleichung (1) das dem 
ebon beschriobenon nach der Transformation (2) entsprechende Gebiet 
der j;~Ebene bezcichnen mussen. Wir sprechen daher das Ergebnis 
der bisherigen Untersuclmng folgendermassen aus: 

Die durch die Substitution (2) 

i 


aus (1) enlslehcnde fransformierte Gleiehung (5) zeigt, dass # = oo im. 
allgemeinen die Eolle einer shigu/drm Sidle fur die DifferenUalglciehung 
( I) spirit mid dass als Umgebung von x — oo der Toil der x-Ebene zu 
definieren isl } der amserhalb des Kreiscs um x — 0 liegt , welcher durch 
dm von x ~ 0 am tveitesten entfernten singuldrcn Ihmht von (1) hin- 
(larehgehl. 


!)H* Allgomoino Gestalt dor Integralo in der Umgebung von 
x = ~ X). Nadi dem Vorstehenden ist nunmehr leicht festzustellen, 
welches im allgemeinen die analytischo Gestalt der Integralo von (1) 
in der Umgebung II ^ von x = oo ist. Wir konnen hierbei entweder 
von Dillorentiaiglcichung (5) ausgohen und in dem bei 5 = 0 sich 

ergebenden Fundamentalsystem 5 = 1 setzen oder aber direkt die 

x 

innerhalb des Kreisringes gultigcn Integralo von (1) aufsuchen. 

Auf dnn ersieren Wege findet man, dass die Integrale von (5) 
in tier Umgebung von. z = - 0 in der Form enthalten sind 
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(6) y 1i/•,. - i(S b'gv -I ■ ' • I 4<„k- ’ k»g }> 

wo die in der Umgebung von eimleutlgen Ionium t/* im ullgem 
unendlicli vide negative und positive l\d.en/um von ent batten. 

man also 0 = ~~ , ho tblgl 

tX) 

j/-3ar*[^ ff (^)- ( 1 ) t (^.) -1. | 1 U </*„( l ) 

Bezeiolmet man liierin — ,s mil r und 

( - 1 ) a (_|,) mii. 'tp„ •*(•'■) 11 ■ ’> 

so ist 

(7) y .*;'■[ q<„(.rj !- ( 1 ) <p„-i{x) r i •■■ ! <r. ( ' :. 

wo die (p im allgomeiuen unemllieh viele positive und negntiv* 
tenzen von x enthalten. (Jennie die.se (testaii der Integrate 

man ja abor aucli, wenti man direkt uaeh ritirm in d«uu I 

ring gilltigen Pundanuudalsystem der <Ueiehung { I » tiagf. 
Wego fUbren (labor, wie es notwendig i.U, 7,11 demselben Be* 

Nur oineu Fingerzeig gewinnen wir lad der enden M ef hnde, <It * | 
die zweite nielit giebt: da bei (f>) > . h an die Stull** v»*u j 
( 1 ) gotroten ist uiul wir gewoimt, siml, tli«* Ueihou v« • > in ti 
nach sle.ujcndcn l’otons',on von geordnet. zu di'iikeu, m> \%cr>t* i 
dnzu gcitikrl, din lleihen (p(x) in ( 7 ), d. h. tioi iloui in tier l nu'< 
von X --- oo gilltigen Fundament ulsy .stem, mis uadi jullnuhn l‘«t 
von x geordnet vorzusLcllen. An uml I'iir xielt ist is luttiiilieh < 
gloiehgiiltig, ol) wir unn liierzu vorsteheu oiler nielit; i\s tritt nu 
dinner Aultunsung Hohou iitiHHorlieli ein Ihiternehied zw iselon d>' 
x — oo und den bei a: «=* 0 gilltigen Heilien Itervur, di r tmuldi, 
davon ist, ok sick die Uciheu bei diem-n Stelb-n (Ygl. Art. luu 
Htiimnt verhnlten oiler nielit. 

hi der Umydniuy ran .f <xi huhen tin hd,<j t ,dc d<e 
cinuitj (l) im allycmcium die. Uedalt, 

y ' x r [g> ff + (')) '/’•>-1 l ( 'k f - i: -|.I <p„ tog “,i \, 

ko die tp nach faUcndm I’oleitzen can x furUtluritmd, Union mu 
im allycmcium anmdlich vide, punitive and mynlirr I hi, t ,.:> n ,uth 

99. Mannigfaltigkoit dos zu x » > x> gohbrlgou Fundiinu 
systems; Invarianz seiner Binteilung in Untorgrnppon. I in wi 
okigo Form der Integralo und dea ganzen m U geliurigen V< 
mentalsystems mit Hilt'c der Fundauientalgleiebung tinden, mi ini 



<)<). 100.] Dio Integr. i. cl. IJmgeb. imendl. grosser Wcrte cl. unabkang. Variabl. 203 

selbe in bestimmter Weise in Untergruppen eingeteilt. Bei dieser 
Gelcgenheit wollen wir clarauf aufmerksam maclien, class die Substi¬ 
tution (2) clurcli unendlicli viele andere crsetzt werden kann ; die auch 
zum Ziol fiibren, (lass wir dabei jedesmal eine andere Umgebung der 
unendlicli grossen Werte von x und ein anderes Fundamentalsystem 
orluilten, dans aber die Einteilung dcsselben in Untergruppen stets ein 
und dieselbe ist. 

In tier That, wenn a ein ganz belicbiger endlicher Wert ist ; 
Ivonnten wir statt (2) die Substitution 

(2 11 ) x~a = ]■ 

benutzcn. Es enisprecben dann wieder alle unendlicli grossen Werte 
von x clem Wert $ «= 0, aber den Kreisen iim & = 0 nunmebr solche 
um x = a. Denmacli erlialten wir statt U w eine Umgebung E7«>« 
unit clem Mittelpunkt x = a 7 nacb a m begrenzt durcli einen Kreis 
um a, der durcli den von a am weitesten entfernten encllichen singu- 
liiren Punkt von (1) bindurdigebt, und die lieilien cles innerlialb 
giiiligen Fundamentalsystems sebreiten nmnnehr nach fallenden 
Potenzen von x — a fort. 

Um aber die Form des innerlialb U^ a giiltigen Fundamental- 
systems zu ermiltohi, brauchen wir die Fundamentalgleicbung, welclie 
zu einem Umlauf innerlialb U maj eiwa auf einem clem Begrenzungs- 
kreis von ll irja concentriseben Kreiso geliort. Dieser Umlauf schliesst 
also die siimUicheti endlichen singularen Punkto ein ; welclies auch der 
Mittelpunkt a des jeweils betracliteten Gebietes U^ a 1st, und ergiebt 
daher jedesmal dieselben Linear- und Elementarteiler der Fundamental- 
gleielmng (s. Kap. XI). Die letztere kbnnen wir daber filglicli die m 
x “ co gehbrige Fumlamcntalgleichung nennen. Durcli sie ist aber die 
Einteilung dee entsproebenden Fundamentalsystems in Gruppcn und 
Untergruppen bestimmt, sodass wir den Satz aussprechcn konnen: 

Je mwh dvr Wahl des als MittcljnmM fur die Umgebung von x=oo 
dknvndm endlichen Tunkles x^a bildv.t diene Umgebung ein anderes Ge¬ 
lid und hat das ,c 'u x =» oo gehbrige Fundamentalsystem eine andere 
Form. IInabhangig aber von jencr Wahl ist die m x — oo gehbrige 
Fundamcnlalglcichung mid damit die Einteilung allcr jener Fundamental - 
sgstvme in (Jrtqipm und Unlergrujtycn. 

100. ^Criterion fur die Natur der Stelle x — oo. Wenn & — Q 

niebt wesentlieb singularo Stelle von (5) ist, werden wir sagen miissen, 
x = co sei liiclit wesentlieb singulare Stelle von (1). Nacb (5) ist 
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too. 


abor 8 — 0 claim und nur datm niclit \v<\sen(;lidi sin^uliirc Sidle dor 
transformierten Gleiclumg, wonn die Kntwiokiungcn von 

in dor Umgebung von niclit unondlich viele negative Folenzen 

von ® orgoben. Dion ist o den bar unabhiitigig davon, ob wir die 
Transformation (2) odor oino bcdiebige dor Transformationen (2 U ) be- 
nutzen. Also gilt von x «=* oo: 

x = oo id dann mid nur dmm nirht leesndliek singular e Sidle der 
.DijJ'ermlialglcichung (1), wemi die lintivieldmujen mm 

Pi (*)) ’ 7 Pn {&) 

nach Totimsen mm x in dem Krduring //,„ nnr vine cndliehe Anzahl 
pos'd ever Volvnzen von x enthaltm , - - in it andern Worten — wcnn die 
(Joe/fidcnlen Pi lh * • • Pn f ilT x ~ 00 hikhstens von mdlichcr Qrdming 
micndlich werden. 

Wir bcmerken scdion liier, class dieser Fall insbesondero churn 
eintritt, wonn clio Coofdcienten dor vorgolcgteu Difforentialgleicliung 
rationale Fuuctionen von x sind. Ist mimlieh 


Pk(%) 


+ a t it: -|- 

6 t , + x + 


so ist 


Vk 


(') 


,jn 


f ,r m 

m 

wo a m 

! o, 

[,o, 

* 1 '*' 

", 

i j 

* 9 • | * Oja 


' 1 

;J>h— 1 . | . 

■■ !■ *»,, 



mid den’ Bruch rechts nach positives Folenzen von s entwickollmr. 
Wonn also iiherliaupl m k - m nogutiv ist, ho ist jedonfalls din 

niodrigsto Fotenz in dor Eutwieklung von <1. It. x m ~die 

bbchsie in dor Entwieklung von pi(x) in dor IJnigehung von ^r;=-oo. 

Aus der (iloiclmng (f>) kminen wir lorn or leiehl die 4 notwendigon 
und hinreicbondon Bedingimgen dufttr ublesen, class x «=» ou in 
(Ucichung (1) oino Stellc der Ikslhmntheit fiir die Integrate sen. Wir 
were!cm niimlich x «=» oo dann < 4 ino Stella dor BesUnunthcit fur die 
Integralo nonncn ; wetm in Himitliehen Roihon dc 4 r Integrals in (h 4 r 
IJmgebnng von #«*» oo nach Ahsondorung dos molirdoutigen Faldors 
hoehdens eine endliehe An,?aid positimr Potenseu von x auftritt. Ihi- 
ftlr ; class dies der Fall sei, ist notwomlig and hinmehend, class 8— 0 
in (5) cine Stellc der Bestimmihoit soi. Dies tritt aber wiederum, 
wie (5) nach Weglassung dos Faklors x?" zeigt 5 dann und nur dann 
ein ; wenn die Ent wield ungen von. 
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nach 0 koine negativcn Fotcnzen yon 0 enthalten, cl. h. wennJ hPf-JP* 
fur x — 00 bezw. mmdestens you der l ton , 2 ton ,.. ., w ton Ordnung ver- 
Hcliwiiule. 11 : 

.Die nolwendigen nnd kinreichendcn liedingungen dafilr } dass x — 00 
Sidle der Jkstimmtheit fur die Integrate der Differ entialgleichung (1) 
set, lestehen darin, dass fur x = 00 

P* fa), •■'»!>»(®) 

bom. miudestens von der ersten, molten , u. s. w. 7 n tm Ordnung ver- 
sehwindcn . 

Diesor Salz zoigt eino bemerkenswerte Verschiedenheit zwischen 
x = 00 uud endliehen Werten von x in Bezug auf die Differential" 
gleiehung. Wtihrend ein endliclier Wert von x nur dann eine singu- 
lare S telle filr die Integrate bilden konnte, wenn er ein singularer 
Punkt der Dijfereuldtlgleiclmng war, d. In wenn fur ilm mindestens ein 
Coefficient in der mil dem hbehsten Coefiicienten 1 genommenen Dike- 
rentiulgleichung unendlieh wurde, ist es nach dem obigen Satz mog- 
lidi, (Uihh x —00 singuliiro fSiello der lntegrale ist, obne singulare 
Htelle der Coefiicienten zu sein. Es war auck aus diesem Grunde 
erl'orderlieh, x — ou als (Stoll 0 der Bestimmtbeit von den Integralen 
ansgohend zu delinieren, stall, wie bei endlicben Werten, von den 
Coefiicienten der Diilerentialgleiclumg, ganz abgesehen davon, dass 
wir den BegriH* einer zu x — 00 gehorigen determinierenclen Gleiclmng, 
der tins bei endlichen Werten zu der Definition fulirte, ja nock gar 
nieht aufgestellt kaben. 

Endlick kann man nock nacli den Bedingungen dafur fragen, 
dass x 00 regulate Sidle iiir die lntegrale der Dillerentialgleickung 
(t) in dem 8inn sei, dass in der Umgebung von x —00 das all- 
gemeine Integral von (1) eino gewbknlicke Potenzreihe von x^ 1 ist, 
bei wolchor die Coefiicienten von 

a 0 , x ^ 1 ,. . .,ar~» + l 

willkurlich sind. Dazu muss also Gloickung (5) in 0=0 eine regu- 
liiru tttelle haben, d. k. wenn man diuvb dividiert, dilrfen siunt- 
liche Coefiicienten von (5) nur positive Fotenzen von 0 enthalten. 
Dies giebt gewisse Gleickungen zur Bestimmung der ersten Glieder 

in den Entwicklungen von p L (!)> ( 1 ) > * • *> Pn (*) nach 0 , wo- 

rauf wir je.dock nieht weiter eingeken wollen. 
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101. Rocursiousformol boi a:~<x>. Wexin a;-=cw auss 
licli siuguliirc Stelle i«i. If mm oh boi m »=-- cu nidi bostimn 
teiulo Integrate gebon, die wir mifc llilfe oilier Ree.um 
borechnou kbnnen. Wir kbnnton tm.s zu dom Kudo wied- 

bcrufen, dans dies filr a; = * sich boi s ■== 0 beatiuunt vt 

Integralo von (5) sein lnitssen, domi Itemdmnng nacb 1 
bekannt ist. Wir ssiolion oh jodocb vor, don llmwog fiber 
(5) zu vermoiden, inn Formeln zu orhaltou, die Hio.li unniitl 
die Gleicliung (1) aolbat amvondon luaaoii, zumal da wir diem 
naliezu unvoriindert ana don ontH|)rocbondon in Artikel f>, 1 , 
ablcHon konnen. 

Zu dom Rude Kotzon wir die Diilbronfialgloicbung ( 1 ) in 


(«) 


V{tr.,y) 


a;'* y ltoiir* y {ll) + rtu a 1 '/ 


•' qU I) , 


V 


vt )U :r y 


U o, i, 


wo die Oocflieienten in boi x ^ oo gHltige Iteihen enlwi< 
mid miudestens nine der Urossen 


%>) ^10 > * * *> 

von Null versehieden int. Diene Gan tali (8) dor Difierential 
wollen wir ill re Normal form boi x * 4 rv nennen. Kin uni 
sich von dor boi x «» 0 giiliigeu NormaUbrm nur dadurch ; 
den Grbssen 

x H i/ n) j x n ~ l // fMl) ,.. ., y 


hier gowblmlieho Poten'/reihen von * , dori uber solehe v< 
tijdiciert niml Dana HiibHtituimm wir in (8) 

00 V j£j C * J,H ,r * <r *» “ * ’ ”» * 


and Hucliea die HesiimmuagH^hdelmngcm Hlr die v } damit 
( 9 ) orfiillfc wird. Win in Artikel i\ i’olgi dann 


(to) i>(x, n ) 


1 

X i X. / / i 
V X M 


Kh .s(s ■- i) • • • (s- it -|- a 1) 
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S X ass ](, 


(I0 a ) ?j) • ^ ^ A*—.s* $(s — 1) * ‘ * ($ — n + V -f- !)<?,,#* 


'A' (t, (* — 3, or — 2, . . 

x ■ ■ <i« -- 1 , .. ., A’ 

\r - - 0,1,...,;/ y 


cider ondlieh 

; wenn 



00 

2j 

<* 

1) ■ • * (s •• • n -p v + 1) 

und 

v ■ 0 



(12) 

“f* 

a k 1 

r a — l (*kk c k ==* 

gesotzi wird ; 




(10") 

*/) 

2 

Fkatd* (A’= <x , a — 1, a — 2, 




(*) 

Dio RocursionHlormol I'ilr die Coefficienton der lleihe (0), d. h. die m 
x =-- cv> <fvJiih-itja JUmrsionuformel der IH/jercntia'lgleichung (8) lautet 
dalier 

(1 ; 1) J 1 la : «*,<<"« -{- (7^ lt — yC u — i -|- . ■. _]_ Q, kl , = 0, 

tro dir. (h; durrh (11) bcslimmt sind. 


102. Dio zu x *= oo gehorige doterminiorende Gleichung. Wie 
in Artikol 7 ersehliesstm wir mmmehr aueli hi or. class der Anfangs- 
exponent a der midi failenden Potcnzen von x geordneten Iteilie yj 
tier Gleichung 

a kk -= 0 

goniigcn muss. Diene Gleielumg lautet ausfiihrlich gesclirieben 

1Vtsan 

(14) (i kk 7t r o h(Jc —■ 1) * • • (/c — n **•}” v -f- 1) = 0» 

rr...() 

Weil Glciclmng (.1.4) die Anfangsexponenten der in der Umgebung 
von x — oo guitigen, mich failenden Potcnzen von x fortschreitenden 
Rcihen bestimmt, wollen wir sie die m x — oo gehorige determinierende 
Uldahung } a kk selbst die m x = oo gehorige determinierende Function 
nennen. Da mm cine mit x u beginnende Reihe (9) einer nacli stei- 

genden Potcnzen von z georclneten ; mit zr a beginncnden 

Reihe entspricht, die der transformierten Gleichung (5) genllgt, so 
erkennen wir ? duss die Wurzeln der zu x — oo gehorigen determinie- 
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| nil 

rencleii Gleicliung von (8) oder (1) die vnUjq}vn<jcsct;J< n H <tlv d«*r \\ ur- 
zeln tier zu £ — 0 gehbrigen detenninierenden Gleidium*; von (f>) sind, 
was sich leieht aueh direkt dureh AulHtdlung dor lefzteren vrrifinu- 
ren lilast 1 ). 

Wie in Artikel 8 fragen wir nun tnHbesoiuIen*, outer wrleheu 
lledingungen die dtderminierende Fund ion vom Grade a usf. Ilierfur 
isi naeh (.1.4) notwomlig uml hinreiehend, dans 

*■«. i ° 

ist. Wonn dicsao Bedingung uber eri'flllt ist, mo ver.Hehwindeu imeh 
Division dureh den Coefticienlen von tf H) in Gleicliung (K) die Gorlin 
cienten von y( ,l ~" l) 7 y thr x * • v bezw, muule.slenH von der 

ersten } zweiten,... 7 ifd ru Ordnung, and hientus folgf inirh Art. 1 uo, 
daas x =5 oo (due Sidle der Bestimmiheil ftir die Integrate i-1. Suiuit 
liaben wir gezdgl: 

J)anu mid mir dmin , wvnn div / >i/jm niiahjlvivhuntj bvi x \ sirh 
in die Form bringm liisd 



too s 4V^i * • ¥'* (JvwiihnUvhe Polnizn iltni van * shut and *1\»( 1 ) /"V 
x = oo nicM vorschwindvi } vvxhaUni sivh altr lutnjnitv dt r lhjjt nulmt 
gleicliung bei x oo hvdimml. 

Alios W(diere die Venverlung der liVrm\M(oimfurmt*l ( die < ’on 

vergenzl'rage, die Bereehnung th*r logariUimeuhelmflrtrii Inlrgnih\ den 
Fall, dasH tlc*r Grad der detenuinierendeu Function z\\un-hen o mid u 
liegt, brauchen wir nun nicht mehr zu verlolgnu, da sivh ath* For- 
mein jeizt unmillolbar aun clou nclion aulguHidltrn wie bei riuer end 
lichen Sidle ubloneu Iuhbiju, 111r alio theuretisdien Krbiitu uugrn uber 
i tumor die Gleicliung (J>) zur Suite nicdil, 

1) 10b muHH bcmorkt wenlou, diiHH wir nut der ol o^en iJeliutli<m *i«»r #»i 
X oo gehflrigen dotorminicremlen (demining vuu dor h<m*t uUgemeiu olMmlmu 

ubwoichon. Fuoh h unci mit« ihm .. ho writ die Knudnm dm V * *t tiuiiif .din 

andcren SchrifiHtcller vundehen unler tier mu x * i\j grh/irigei* (ieltnimuint teim 
Gleielmng die zu s 0 gehdrige dor iriuiiilentuorteii (ileeduuig. Angl. /. H, 
OrolltiH Jouhl Bd. 76. (1878) H. 181, !8»). Uiwetv oidgr Kntwteklmig dilitte 
imlOHBcn dou Vornchlag rechtfortigon, dm hier gegebene Ueiinitien nti/tuirltim*i»» 
weil dock die trauhlormicrto (Ueichung mu* stl« vin vuo'ibergtdu'mitm Util uuitte! 
gelton kami, die vorgelegte (deieJiung Htilb;*d. itWr bet VtuIblgitug tier Aitiilugie 
niit den endlichen Htellen umnittelbar zu der von unit gegrbemm iMitnium filhil. 
Di© Annahme dor letzteren wtlrdt*. iiberdieH manriuut Ftirimdn ittttdi zur Vnon 
fachung dienon. (Vergl. k. B. Art Hi5, nay. Krhobhdi mi ja tier Vtdm«» bird 
zwiscbon boiden JDefinitionon audit, da, wie ebon geznigt wird, die Wut/.eln tier 
einen Gleicliung die entgegeugeaotzton Werte der am I urn Hind. 
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. 103. Boispiolo. 1. Ucispiel: 

(1(5) y — & ! y==0. 

Da 

c '- :1 +n + f-’+'"' 

cine be.stsindig convergcnte Potenzreihe ist ; d. h. fur die gauze a;-Ebene 
(lilltigkoit kat, fiillt hier die -Umgehung von x — 0 mit der von 
a; » oo zusainmen. Da aber diese Entwicklung unendlick viele 

positive I’otenzen enthiilt, ist x = oo hier wesentlich singulare Stelle. 
li. JJeispicl: 

J- 

(17) y — e x y = 0. 

Dio Entwicklung 

i 

e ® 1 _|-*-1---1_i_L . . . 

■ 1!« ~ 21 as* ‘ 3! a: 8 ~ 

iat gliltig in der ganzen a;-Ebene ausserhalb eines mit beliebig kleinem 
Radius um x = 0 geschlagenen Kreises. Dieser Bereich ist also 
winder gleiehzeitig die Umgebung von x — 0 und x — oo, was in 
beidon Fallen -daker ruhri, dass zwischen 0 und oo kein singularer 
Punkl liogt. Da aber die letztere Entwicklung gar keine positiven 
Potonzon von x enthiilt, ist x — oo ausserwesentlich singulare Stelle 
fUr (17). x ----- oo ist aber niclit Stelle der Bestimmtheit, weil der 
(Jool'lioient von y don Wert 1 kat und der von y fur x— oo nicht 
* verHohwindet. in der That ist die determinierende Function eine 
. (lonstanto — -. 1. . 

,7. .1 hispid: Die JU/fcrentialgleiclimg mit emstantm Coeffidmtm 

■ (IK) ■i/" ) H-1- a n y — 0 

kat oltenbav x =•* oo wieder als ausserwesentlich singulare Stelle, 
aber ini allgeinoinon nicht als Stelle der Bestimmtheit, es sei denn, dass 

|n fl|j ‘— * ' 0>n 0 

ware. Dann reduciort sicli die Dilferentialgleichung auf 

y(») == 0 

und hat in dor That die Integrate 

1, aj, «V. ■, x n ~ l , 

die sick bei x — ou bestimmt verhalten. Ist a n ->. das letzte in der 
Reikenfolge a, a., .. . ff„ nicht verschwindende a, so lautet die Jhffe- 
rentialgteickung, in der Normalform bei x = oo gesehneben, 

x a ■ + • • • x%a n~xy^ — 0- 

14 

Humor, mtToroutiulgloichungon. 
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Sie liat dahcr unter anderen die Iiilegrale 

1, x, x~,.. 

unci iliro deter mi nierende Gleiehung bei x ~~ v 1st 
a,^xk(k- -!)...(/• -A-l- 1) 0 

in it den, Wurzoln 0, A 1. Die Zahl der obigen 1>«d x xi 

sich bestimmt verbal tendon, linear unubhaugigen Iiilegrale ist also 
gleich dem Grad tier determinierenden Kuuetion, und folglieh hat tliu 
Gleichung -- uni dies beiliiulig zu bemerken naeh Ariikel 91 
keine anderen, you jenen linear umibhiingige, bet x x- sielt bestimmi 
verbaltende Integrals. 

4. Beispkl: Bei der Dillerenlialgleieinmg 

(19) x n i/ n) -|- a^x 11 *//" l) -|. | a n if o, 

wo die a (Jonsianten sind, ist winder die Dmgelmng von a* r , u 
gleich die von ra«=oo. Da man a bar die a sowohl nls Anl'angs- 
glieder von gewohnliehen Potonzreihcm von x ala aueb von aolehen 

von anaelien kann, ist nielit nur x ^ ^ () ; sotuiern naeh (If>) aueb 

x = qo Stella der Bestimmtheil. Diene von tins sehou oil ala Bei 
spiel beimlzte Dillenmtialgleidmng isl also dadureh nusge/eiehnef, da.ss 
sie ausser x ~ 0 hbehstens noe.li x ou als singulare Hielle, boide 
abor jedenTalks als Stellen der BesUnnntheil iiai. 

Hat die zu a; — 0 gehbrigo determinierende Uleirhung die Wurzeln 


“i «ii, 

von demon nidit zwei einander gleich sein ho lauten die In 

tegrale 

X X * X n 

' h 1 J 9 * * * f ) 

wolclic ebenfalls bci » = 0 wie bei x-= > <x> gilllig Hind; daher ihu.hh 
die zu x == oo gohorige (lefcerminiercnde Fuiu-tian mil, der zu x 0 
gehorigen, bis mif onion coimlanleu Fakior boeliHiens, idealim-h Hein. 
Bildet man in der That die zu x == oo gohbrige detenniniemulo 
Function, so lautet diesclbe naeh (14) 

7c(/c — 1) • • • (A n -f- 1) -f- «! A(A 1) • • • (A — » -1 *j) .j. (tn} 

was naeh Art. 10 aueb die zu x •— 0 gehbrigo determinieriMide Ftuie- 
tion von (19) ist. 

Damit nun x = oo insbesondere tci/uIutc Stella 1(1 r (19) nei, ihuhh 
dies© die Integrate 

• 1, x * 1 , x ~' A ,.. x~ n ~i‘ l , 

die determinierende Gleiebung also die Wurzeln 0, — 1 n 1 

Ibaben oder 
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IQc + 1) . .. (k + n - 1) = 0 

uton; und umgekelirt, wenn dies der Fall ist, sind die Integrate bei 
= oo regular. Bestirumt man demgemiiss die Werte der a, so er- 
iobt sicli (am einlaclisten unter Benutzung von (5)) 

a x ;*l(x)( i ) = 2 > ■••>»), 

jdass a n = 0 ist. 

])ie Dijfercntialglcichung 

x n y o:) + i! Q 

-I- 2! g) g, l ) + • • • + («.!)'• („—i) (n-ll) 0 

'.at also x = oo ah regulare Sidle. 


Kapitol XV. 

DiiTcroutial^loicliunKni der l^ieltsVhen KhiK.se. 

104. DifTorontialgloioluxiigon mlt rationnlou Ooofiioionton* Mit 
dom vorigen Kupitel luiben 'wir zwar die in der Kinleitung gent elite 
Aufgabo — Naehwein der Exist enz von Integra I en uiid tlntersuelmng 
des Verluiltens dorse 1 ben in der Umgebung der eiuzeluen Werte von 
x — insoweit erledigt, win oh wiirh die.se Einfnhnmg in die Theorio 
der linearen Diirerentiulgleichungen zurn Ziel setzen wolitr. Hierbei 
ist aber von Anfang an ein ko seluirlor IJntersehied zwiaehen don 
Stellen dor Bestimmthoit and denen der UnbesUnuntheit hervorgetreien, 
(lass der,sol be geradezu dazu herauslbrdert, denjenigen Dijfvrt niial- 
gldchungm, wdchc nnr Hlcllvn dvr Bvslimmlhvit hvsitem , uoeh eine be- 
son (lore BeLrachtung zu widmen, die den Gegensiaml dienes letzfen 
Kapitels bilden soil. 

Dies rechtfertigt sich aueb noeh aun zwei weiteren G Whalen, 
cifioxn histori.sclien und einem prakiischen. Die geduehten Differential * 
gleichungen wnren die orsten, die in den grumllegenden Uniersuehungen 
von Fuchs 1 ) bosonders cdumikterisiert warden und eine eingeltende 
Behandlung erfuhrem Wir wollen denhalb solehe lineare homogene 
Ditrerentialgleichungen, welcho mit KiuHchhiHM vent x «: w ou nur Stellen 
tier Bestimmtheit besitzen, als Ililfvrvnthdgtviehmigm dvr Fnchs'srhm 
Klasse bezeiclmeu. Gcrade an dio.se Klusse knflpfen aber atudt die 
moisten Speciahmtersuclnmgen und Anwendungen an, zu welehtm die 
Theorio der linoaren DifferentialgloichSngon Heitdem gefllhrt hat, »o<1ukh 
es fOr dan weitoro Studium dieaer Theorio von Wert ini, mit dinner 
besonderon Klasse von Differontialgleichungen bekaunt zu geim 

Weil aber Stellen*der Bestimmtheit miHHorwtjHonUieh singuliire 
Stellen der Differeritialgleiclumg Hind, ziedten wir die Schranken zu- 
niiehst etwas weiter und fragen nach der Gestalt solcdmr Differential- 
gleichungen, wdchc mil Binschluss von x =» ou uur <titssvrterse idlivh sin™ 


1) Crellea Joura. Bd. 06. ( 1860 ) and 68. (1868). 
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Differentialgleichungen der Fuchs’schen Klasso. 

ffuUire Stellcn haben, Es sollen also die eindeutigen Ooefficienten der 
Differential gleichung 

(1) P(x, y) == 1 /W -f - p n y = 0 

fiir jeden endlichen Wert, fiir .den sie iiberliaupt unendlicli werden, 
und ebenso fiir x = oo (s. Art. 100) nur von endliclier Ordnung uti- 
endlich werden. Eindeutige Functioned aber, welche im Endlichen 
und Unendliclien nur ausserwesentlich singular werden, sind nacli 
einexn Satze der Funetionentlieorie ! ) rationale Functionen. Wir haben 
also zunilchst das liesultat: 

Eine Differ a diaUjlc ichung, welche im Endlichen und Unendliclien 
nur ausscrwcsenlUeh sinyuldre Stellcn hesilzt, hat rationale Cocfficicnten. 

* 105. Gomeinschaftliohe Recursionsformel bei x — 0 und x — oo 
fiir Difl’orentialgloiclmngon mit rationalen Ooefficienten. Bevor wir 
mm zu don Dillbrentialgleiohimgen der Fuclis’schen Klasse iibergehen, 
wollon wir cine bemerkenswerte Eigenschaft hervorheben, die alien 
DiHeroutialgleicluingen luit rationalen Ooefficienten zukommt. 

lim bei oilier soldi on die zu x = 0 gehbrige Kecursionsformel 
zu bilden, kbnneu wir die Differentialgleicliung in die Form 

(2) jt> 0 yM -1- lh y^-1) _|-f- = o 

Heizen, wo p {) Pi . .. p,i ganze rationale Flmctioneu von x olme gemein- 
samen Toiler sind. Da sich also der Gilltigkeitsbereicli dieser Functio- 
non p {) ,.p n iiber die gauze #-Ebone erstreckt, konnen wir eben diese 
Gestalt (2) der Diilcnmtialgleichung aucli zur Bildung der zu x — oo 
gebdrigon .Retmrsionsi’orme] benutzon. Um fiir die Bildung der erste- 
ren Itcoursionsfornud die Formdn des Artikels G anwenclen zu konnen, 
sotzen wir die 1 )i Herentialg 1 eieliung in die Ncmnalform 

(.‘ 5 ) x n y () y (a) + - 1 - (J a y = 0, 

wobei die g wieder ganze Funetionen sind und mindestens eine von 
ihneu i'ilr x *= 0 nioht verschwindet. Da die g also niclit melir wie 
die Ooeflieienfen der im Artiled G zu Grunde gelegten, Gleichung (3) 
(Art. f>) unendlidie lieihen sind, wire! aucli die liier entstehende Recur- 
sionsformd nicht eine mit h bestandig waclisende Gliederzahl entlialten, 
soiidem in Bozug auf diese constant bleiben, sobald , k urn eine ge- 
wisse Zald grosser als a ist. Diese constante Gliederzahl ist leicht 
zu ermitteln. 

1) Vorgl. z. B. BriotVfc Bouquet, Thdorie des fonctious elliptiquea. 2»io dd., 
Park 1875. S. 20G. 
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110 ft. 

Es sci A (l A, ... A„ bezw. dor Grad von tj n tj x , itiid A die 

grossto der Zalilcn A 0 A, ... A,,. J>aim aittd in Kormol (7l (Art. (5) 
siimtliclie jj,. x —, = 0, boi denon ft -- ,s- > A, wiUtrond miudoHleus cimi 
der Grbsscn p,a=[- 0 es iat folglieli 

ait,- • 0 "/>' -4, 

wiilirend j 0 1st. Dio Hocur.sion.si'ornnd (*) (Art. <>) enlhiill 

also nur die Gliodor mil 

Ckj | (>k . I ? 

<L li. wonn wir 

(4) X -|- 1 ~ m 
setzen, m (jlleclor und laut<;L dnnnmuh 

( 5 ) Fka '■ '■ <h'k ?k + <tk, k — i<’k- 1 + ' ' * "| “ m { I <\ u, f i ^ j # 

(k ■ tr, u J I , a | if, ... I 

wo die ait, die durcli (7) Art. 0 beuliminlen gun/,on Fuiudinnen von 
ft sind. Dieaer Formel mi'lsaou uIho jo in auf oinundor fidgonde ('oof 
ficionten Ck, Ck-i,...,c k - m -| i, dio mit don I’litouzon 1 D ‘ 1 

iu irgend ciuer die DiUcrontiulgleiohung (2) bozw. belriodigenden 
Iteilic 



01 


multipliciort wind, geniigon. Da nun ubor zur Hildtmg don Atiadruoka 
74, t in (5) nur dim eudUchc Htttek 

""-I.I O 1 r r,„d 

jener JLtoilio bcitriigl, no iat oh otlenbur ganz gleiehgilltig, ot> dio |{ojho 
solbst ala nine unendlicho angoaotzt iat, ob ait* in Itiolitung dor waoh 
aondcn odor der abnohmoitdeh Exiioneuten, odor aolbat, nuoli boidon 
Rich tun gen 1 ) in’s Unendlicho liUil't. Wir ki'mnon duller (f>) gloiohzoitig 
als zu x = oo geliorigo UoouraionKronuol uuiraHHoii und bomitzoir, dor 
einzigo Unteraohied iat der, da«n man, weim oa aich uni oiuo Koilio 
mit atoigondon I’otenzen von x handolt, vormbge dor Kormel (f>) 

Ck durch c-i , o 

andernt'alls dagegen 

* Ck — ni- 1-1 durcli r ( |.M, <‘k 

ausdrlickt. 

1) In diesem Falle wflnlon wir idlordingH dio ttoeur*iiniHt'<irni"l v.m- wiik 
liclien Borcclinung der Itoiko mit olemenlaron Hflliimiittolit mold, iionutzin Umion 
Vergl. hiorzu von Kouli, Acta Math. lid. 16. (1891), lid. Hi. (i««i»). 
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Vcrgleicht man nun (5) mit der in Artikel 101 aufgestellten, zu 
x = oo gehorigcn Recursionsfonnel (13), so war dor.t c k das mit dem 
nicdrigsten Index versehene c, welches in der Formel auftritt. Um in 
dieser Beziehung unsere jetzige Formel mit der dortigen noch in 
Ubereinstimmung zu bringen, brauchen wir nur 
* 7c durch 7c + m — 1 

zu orsetzon, and erhalten so 

(G) k+m — 1^/o + Trt — l + * * ’ + — 1 } JcCk — 0 

als zu x — oo gehorige Kecursionsformel. Bei dieser Schreibart ist 
aber der Coefficient von c k 

( 7 ) z! 'jr- iV *(* - 1 )... (a - «+* + 1 ) 

die zu x = oo geliorige dcterminierendc Function. 

Wir haben also zunaelist das Ergebnis: 

Dei Dilferentidlgleiclmngen mit rationalen Cqefficienten folgen die 
nach a.ufsteigendcn und die nach abstcigenden Fotemen von x fortschreiten- 
dm Jirihm cm und derselben, bezw. nur in umgckehrter Jiichtung zu 
lesenden llemrsionsformel. Der Coefficient von c k ist ddbei die m x = 0 
oder zu x — oo gehoriyc determinierende Function, je' nachdcm c k das c 
mil hbchstem oder nicdrigstem Index in der Formel ist 1 ). 


10(>. Gemeinscliaftliclior Algorithmus der Integral© von Diffe- 
rontialgloichungon mit rationalen Coefftcienten bei x — 0 und x — oo. 
A us (hun vorstehondon. Satz wollen wir noch eine Folgerung in Bezug 
auf die Integralo sclbst ziehen, iilr den Fall wenigstens, dass sich hei 
x () bostinunt vcrhaltende Integralo, also auch solche von der ersten 
Htufe ex is tie mi. 

Zu dem Ende fiihren wir die (Srossen 


und m (irossen a lf 


<«> 


<h* 

<H\ k ~ 1 


a fn , 1,2,. . Mi l, a,. . n) 

a a; . .dm durch die Identitaten 

(Jc *— ftjj) .... (7c (Xln) 

tfy ( 7 c -1 —• « ai ) . * . . ( 7 c — 1 -r* «2n) 


'<4,*—m-} I d m (k~m + 1 “ Oi,ul) • • • (k — W + I a >nn) 

oin, woluii zu biiuicrkcn ist, dass weim uiedrigeren ala w ton Grades 
ist, die entsprcelicndi! Idontitiit (8) weniger als n Grossen a definiert. 
Hiernueli wind 


1) Vcu-gl. Crelli-H Jk>urn.,Ikl. 106. (I860). S. 269 ff. 
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CVq ^*12 * * ' ^ 1'J 

die Wurzeln der zu x — 0 ; mul 

M/nt 15 • • * M/nn 

die Wurzeln der zu x «= oo gehbrigen detennimercmlen Uleiehung 1 ) 
unci Formel (5) erliiilt die Gestalt 

(5 a ) a x (h — a 1{ ) (lc — a n ) .(/*’ —■ <*i i.) a 

+. 

—j— (l m (7c — Ml —J~ 1 . * • (/ 1 " M "I"" 1 “ k m | l ^ • 

1st nun ecu eine solelie der Wurzeln an .. • «i», zu der ein Integral 
yoi erster Stufe gohbrt, so wird dieses nus (f> u ) bereelmet, imlem man 
fur 7c die Werto a th an + I,... einsetzt. Denmark hiingen die ein- 
zelnen Coefficienten (a. Art. 11) und folglich die gauze Heihe y oi in 
lestimmtcr Weiso von den Grossen a t . . . tt m end den Diilerenzen 
au — a fiv ab. ‘\Vir nebmen der Kiniaehheit wegen an, a u M'i die 
groasto Wurzol in aoinor Uruppo, denken una den willkilrlirhtm AnfungH- 
coefficienten =1 gesotzt und drtlcken dann jene Eigenachuft durch die 
Bozeichnung aus 

( la Ua . 

I. 

I \)»» * • ) Ofy tt mn 

wo 0 eine gewolmlicho Poicnzreihe vgn x int, deren (’oeffuuenlen in 
bcstinnnter Weiso aus den a und den Diilerenzen der a gobildei Hind. 
1st also uik eine andere Wurzel der zu x 0 gehbrigen detenuinie- 
renden Gleiclnmg, bei der dieselben VorauHaeizungen zutreilVn, ho 
wird die zu a^ gehbrige Integral re ilus durch, denaolbeu Iteihenulgo- 
ritlimus 0 geliefort, in welebem nur der Parameter a u durch «y 
ersetzt ist. 

Ebon dioser Reihenalgorithmua liefert aber aueh die naeh fallen- 
den Potenzen von x fortaehrei tendon, zu a? nu gehbrigen Integral- 
reihen. Dio zu x «= oo gehbrigo UeeurakmHlbrmel (U) lautei nhmlieh 
untor Benutzung der Parameter a ux 

(6*) a rn (k — a ml ) (& — cc m% ) .... (h ~ a mn )n 

+. 

+ a x$ + m— 1 a n ) .. .. (lc + m - I — ai n )ck~\ m --i ^ 

oder, wenn man nocli mit (—1)» multipliciort, 

1) Vergl. Art. 10 4 2, inebosondere die Anmerkmg B. WH, 
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(G'O a m («„,i — 7c) (a m t — 7c) .... (a mn — 7c) c* 

+.. 

+ ci x (a u 7c — m + 1) ... (ai„ — 7c — m + !)<:*+,„_! = 0. 

1st nun a m i wiedor eine Wurzel der zu x = oo gehorigen determinie- 
ronden Glcicliung, welche die kleinste in ihrer Gruppe sein moge und 
zu der oin sich hoi x = oo hestimmt verhaltendes Integral y x i wirk- 
lich gehort, so wird dieses herechnet, indem man in (6 b ) fur 7c die 
Werte a , n ,•, « mi 1, a mt - — 2,?.. einsetzt. Vergleicht man aber dann 
die Formoln (5“) und (6 b ) miteinander, so zefgt sich, dass nach der 
letztoron 

Ck 8»US 2 7 • 7 — 1 

geradoso boroclmet wird ; wie nach der ersteren 

Cjc aUS Cfc —17 Ck — 2 7 • • * 7 Cjc — m+l; 

falls man a x ... a m bczw. durch a m a m — x ... a x und die Differenzen 
a u ~~ cc ftv durch die Differenzen v — a mi ersetzt. Demnach 

wird das Integral y W i auch durch den Algorithmus gegeben; es ist 


( 10 ) %* mi #1 Om ... a x ; 


^7/il " 


*11 


*mi 7 • • * 7 w r/m w me 

• • • ? • 







Wir dOrfen also sagen: 

* # 

emcr DifJ'erentialgleichung mit rationalen Coefficientcn werden 
die bei x = 0 rife a? = oo sicA hestimmt verhaltenden Integrate 
erder titufe durch cin und denselhen Algorithmus geliefert , in welchem 
nur die Varameter sich in hestimmter Weise dndern *)., 


107. Anwondung auf die Gauss’sch .0 Differentialgleichung. 
Wir wollcn die Ergebnisse der beiden letzten Artikel sogleicli an dem 
Beinpitl der (5 ausswollen Differentialgleichung 

(u) .i)*/"— [r — (« + § + i>]/+ <*Py = o 


1) Vorgl. Orel lea Journ. Bd. 109. (1892). S. 222—224. — Die in dem obigon 
Satsc atiHgodriickto KigcnHoli&ft dor Integrals trat zuerst bei der Gauss’schen 
Diilerentialgleichung liervor (a. l'olgenden Art.), dann bei alien Differentialglei- 
clmngen zweiter Ordnung der Fuchs’achctx Klasse (vgl. Seifert, In.-Diss., Got¬ 
tingen, 1876 und dea Verf, In.-Dias., Berlin, 1886), endlich bei den Differential- 
glmchungen mit zwoigliedriger Kecuraionaformtd (vgl. Pochhammer, Crelles 
J oui n. I id. 402 (1888), Bd. 108 (1891) und andere Aufs&tze desselbcn Autora). — 
Bexilglieh der Kinfttkrung der Parameter a f(V vevgl. anch Schafheitlin, In.- 
l)i«B., Halle, 1886, und Crollea Journ. Bd. 106 (1890). 
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veranacliauliclLcn, in weleher y nic.lil gbdcb Null mlcr ganzzabli* 
a und /? nicht urn eino gauze ZaJil vernehitnlen oder gleirh stdm 
Die zu x — 0 gehbrige Ihamrsioimfonnel lanhd (s. Art. 10) 

(12) Jo (Jo + 7 — 1) <‘k -- (ft + « H (ft -I - (i 1 )(’a t o , 

welcbe gleichzeitig als zu &* *-■■■* <v> gehbrige lunmnsioimfurmel 
Um sie als solche zu bomitzen, Hchreibeu wir ntati (12) 

(12 ft ) (Jo 4” 1) (Jo 4~ y)fk j t “(/«’ 4 <<')(/* “ I /Doi ■ ^ • 

Die zu a? » oo gehbrige defcenninieremle Uleiehung mi ul.su 7,w 
Grades 

(/.* 4- (t)(k 4 p) U 

mit den Wurzcln — ct ? — /J; x -\> isi also Strtir il**r Hr.stimm 
und die zugehorigen Integraie siml bride under Stnlr, da a, 
nacb Voraussotzung koine Urupjm bildrn. Dan i den 1m gilt vui, 
zu x «= 0 golibrigen Integrulen, da uurh o und I y nit hi am 
gauze Zahl odor Null versehiedeu dud. 

* Vergliehen mit. den Bezeielmungen das \ungm \H ikeln id 

<t { -- l , a. I 

"ll () i 1 / 

(X n — • * «, (f n fi . 


Die a bnmelien also in dan Sjmlml *P fur din Ititrgralrrilte him 

nielit aulgenommcn zu werden, da dtirrh dir Wrt’uuM'himg drrs 
ntir dies RccurHionHfonmd mil 1 multijdieirrt, dm hVtlm aku 
nielit grander! vvird. Writer hemerkl mtui ? da** m lum tu d«*r i 
meinen Eeiho 0 den vorigeu Artikrls dir in dmudbrtt Zrilr d.rlie 
Dilleronzen der a bod ie big imter cuimmler vertaindii warden ill 1 
weil dadurch nur die Fukturon von Prmlukten outer idnamh-r verfai 
werdem Untor UorflckBiclitigung diene* (Imduudes but man bin 


08) 


Vm 

tj> > s 

VS 

2/0, I-. -jr 

;/;> ' T 0 ( 

V'-l 

V tJ x - <t 

ar-« 0 " 


y »» 

rA0 


Ftir die Reihe y m haben wir abor whon im ArtikrI :i:l dir ilb 


Beaeichnung F(a, p, y; x) eingefflhrl; m id also 
(14) . l'{«, ft, ji, 
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mid miitelst dioser Jdcntitat kbnnen wir"Uueh die drei anderen d>-Reihen 
von (IB) in 7' T -lieihen tibersetzcn. So erh alien wir die Integral© bei 


0 mid 

x «= 

00 in der Gestalt 




* 


?/o() ^ 

"• F ( a , P, V\ *) 





2/0, 

* — y ; 

+ 1 - 

-y, P 

+ 1 

£ 

1 

— y; x) 

!/* 

, — a : 

; r : xr a F(cc ? a — y 

+ 1, 

a — 

P + 1 ; 

W"" 1 ) 

2/^ 

, -fi : 

1 

1 

+ 1, 

p- 

« + l; 

(XT 1 ), 


von denen wir das zweite gleichlautend bereits in Art. 23 gefunden 
habcn. 

In gloicli einfaclier Weise gelangt man m den nach steigenden 
und nach fallcnden Potenzen von x — 1 fortschreitenden Integralreiben 
dor Gauss’sclien DiHerentialgleiclimig. 

108. Difforontialgloichxmgen dor Fuchs’schen Klasse. Weim 
nun die Diilerentialgleiehung 

0f>) ; y [n) + lh + * * * + PnV = o 

der Fuchs’schen Klasse angehbrt, so besitzt dieselbe nacli Definition 
mit Kinschluss von x = oo nur S tell on der Bestimmtheit als singu- 
Hire Stellen. DieCoofficienten p sind daber rationale Functionen und 
die Zabl der singularon Stollon ist cine endliclie. 

Scion 

a i (t 2 . . . a Q 

die samtliehen, im Kndlicben gelegencn singularen Stellen von (15), 
/Ai denen im allgemeinen nocb $ «= oo als (? + l ) t0 singulare Stelle 
hinzutrili. Daniil nun <?,• cine Stelle der Bestimmtheit ist 5 ist not- 
woudig uml liinreichend (s. (51. (1.0') Art. 8 ), dass pi fur x = di lioch- 
hIouk von der A tru Ordnung, 

Pi (a? — a t y 

Hir x • (it also gar niolit uncndlich wird. Setzt man daber 
(1 (>) tl> (x) (.*; — a L ) (x — a>) . . . (x — a Q ), 

ho darf 

pi 

ftlr keinon emllitthen Wert von x unendlicb werden, und da p% eine 
rationale* Function ist, ho muss jenes Produkt eine game rationale 
’Function von x sein 

(17) juil*( j'Y ' (h(x) a- 1 , 2 ,,. <} n). 

Damii mm auch eine Stelle der Bestimmtheit sei, ist 

notwendig uml liinreichend (s. Art. 100 und 102 ), dass pii?') fur x = oo 
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niindestens von der l ten Ordnufig verscbwindet. Digs tritt aber 
und nur dann ein, wenn in 

_G x (x) 

der Grad des Zablers G x niindestens urn A, Einbeiten hinter dei 
Nenners, d. h. pA zuriickbleibt. Bezeiehnen wir also jetzt mit 

9h$— * 

eine ganze rationale Function von x, deren Grad <. X (q — 1 
muss die Form baben 

(18) M*) = < 1 - 1 '*--">• 

Wir sind also zu dem Ergebnis gelangt: 

Die linearen homogenen Differentialgleichungen der Fuchs 
Klasse haben die Gestalt 


(19) 

WO 


2 / (n) + 


■0o~i 


y(n~~ D -j- 


^2 (q — 1 ) , 




+ " • * + 


$n (Q — 1 ) 
tyn 


if> = (x — a x ) (x — a 2 ) ... (x — a Q ), 


a x a 2 ... a Q die sdmtlichen singuldren PunJcte im Endlichen sind i 
eine game rationale Function von x bedeutet , deren Grad A. 
gelcehrt hat jede Differentialgleichung der Gestalt (19) nur Stelli 
Bestimmtheit 1 ). 


109. Beziehung zwischen den Wurzeln der determinier 
Gleichungen aller sipgularen Punkte. Abgesehen von der gemeim 
lichen Recursionsformel und dem daraus entspringenden gemeim 
lichen Algorithms der Integrale bei x = 0 und x—oo } die wir sc! 
Differentialgleichungen mit rationalen Ooefficienten kennen gelernt 
konnen wir fur die Differentialgleichungen der Fuchs'schen 
speziell noch einen weiteren Satz ; der sich auf die determinie: 
Gleichungen aller singularen Punkte bezieht, ableiten. 

Zu dem Ende zerlegen wir den Ooefficienten 


in Partialbriiche 


( 20 ) Pi 

sodass 




<*i 

x — a x 


+ 


*2 

x — a 2 



7 


1) Vergl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 66. (1866). S. 146. 
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|>i (* — a.)] —at (i = i, 2 ,... 


'-‘■J1 


T ™ e d “ " — «**»- *Ur- 

. r ( r ~ 1 ) ‘ ■ ( r ~ w + 1) + a,r(r — 1) - • • (r — n -f- 2), 

wuhrend alle folgenden niedrigeren als (n — I) 4 ® Grades i», - • , 

Der Coefficient von r n ~\ in der determinierenden Gleichung ist dah^r 


«»• — 


n(n — 1 ) 


walirend der von r* gleieh 1 ist. Demnach ist 


n(n — 1 ) 
2 


k=n 




*= i 


die Summe der Wurzeln der zu x = a : gehorigen determinierenden 
Gleichung und 


(21) P 


n(n — 1 ) 


c«i + «. + ••• + «,) =2 n* (;;*), 

i,k 


die Summe aller Wurzeln der zu ’den q endlichen singularen Punlrten 
gehorigen determinierenden Gleichungen. 

Die beiden ersten Terme der zu x — oo gehorigen determinie¬ 
renden Function von (19) lauten nun nach Artikel 102 (14) 

r(r — 1) • • • (r — n + 1) + [*&(«)],..„ r(r — 1) • • - (r — n + 2). 

Da aber nach (20) 

i x Pi( x )] XSSSC c — a i + a 2 H-h a Q 


ist ? so erhalten wir als Summe der n Wurzeln der zu x — oo ge¬ 
horigen determinierenden Gleichung 

(22) r^k = — («i + + 1 -h a ?) • 

Aus (21) und (22) folgt also 


2 ~~2 r * i — ^ ~ ^ ■* 


-i) 


*» * 


d. h. die Differenz zwischen der Summe der gn Wurzeln der zu 
endlichen singularen Stellen gehorigen determinierenden Gleichungen 


dm 

tmd 
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der Simme dor n Wursdn der m x — oo gehbrigm detmnininrndm 
Gleichung hat den nur von n mid g abiding igm gauzsuldiyni Wa t 

v (n • 1) 


((' - 0 




IKK DifforentialgloiolKmgon, ctio nur algobrainoho intogralo 
bositzen. Um die Wiehtigkcit der Diflmmlialgloiohungon dor Kuehs’- 
sclien Klasse in fimctionentlicorotisciuT Iliimieht noeh boNonder.s her- 
vorzuheben, wollon wir zeigen, (lass dio linearen homogonen Dilleren 
tialgleicbungen mit eindeuiigon (JoeHieienten, darn sdudlivhe Indy rale 
alycbraische Functional sind, in jener Kinase outhalten sind. 

Eino algobraiwelio Function y von x bositzi. nur nine oudliobe 
Auzahl von singuliirai Htellen und ; wnm x 0 ejne solobe ist, ho is I, 
in dor Umgebung von x =» 0 y in der Korm 

k 

(23) y ^ cX' « •«.« I.. 

U) 

darstellbar, wo g eino positive ganzo Zabl } a nine posilive odor 
negative gauze Zabl odor Null is| ? wiibrond in der Umgelmng jeder 
niebt singularen Stelle die einzclnen Zweige von y nln gewbhnliche 
Poienzreilten darstellbar sind"). Gentlgi nun (211) einer lineanm homo* 
genen Dillerentialgloichung mil eindeuiigon (’oeffioienlen , ho nniMNen 
dieser (s. Art, 5) die oinzelnen Roihen gentigen ? in vvelobe man (22) 
zerlegen kann, HodasH jede nur Kotenzen von x tmilmli, deron Mx- 
ponenten urn gauze Zalden von tdnander vemduedon sind. Diese ludlien 


(A - -in, a j /i, 4i j :i u ,. , > 


(* «-}* l j /», u (*t | , . . ) 


wo 2/i + + ’ * : :(/; vorlialton sieli aber bei x 0 lwntimmi. Ami- 

logos gilt von x ** oo. Dio Integrale der nur algebraiseh integrier 
baren DifFereniialgleichimgen mit eindeutigen OoeHieienten baben also 
nur Stellen der BoBtimmtlieit, d. h. 

IAnearc homogem IH/fermUalgMehmgen mit cindmlitjen (Joef/kienien * 


J/x 


2V- 

U) 


Vs 2 « f 

m h. w*, 


1) Vergl. Fuchs, Grellos Journ. lid. 60. S. 142. — Dio Altwoichung d«« 
obigen von deni dortigen S&tz rilhrfc von dor ubwoichondon DtdiuiUon dor zu 
a => oo gehOrigon determinieronden Gleiehung h«r (s. Art 102). 

2) Vergl. z. B. Briot et Douduot, Tli. d. f. oil.. 2 »« ,u S. 
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no. | 

derm siimtliehe Integrate algebradsche Fmctionen sind , gehbren der 
Fuchs'schm Klasse an 1 ). 

Wir konnen leicht noclx einige weitere Eigenschaften dieser Diffe- 
reniialgleichungon aufstellen: 

1) Kerne der m ehiem endlichen singuldren Punld oder m x = oo 
gehortgen determviucrendea Gleichungen darf nichr/ache Wurzeln besitecn ,' 
nnd bei jeder WurBelgrade mussen die IJedingungen des Kap. IT, dass . 
cn jeder Wurzel ein Integral erster Stufe gehort , erfiillt sein; 

2) die sdmtliehen Wurjseln alter determinierenden Gleichungen milssen 
rationale Zahlen sein . 

Hobald namlieh Logarithmen oder irrationale Anfangspotenzen 
bei den, Integralen auf fcriitcn, wuren dicse ja nicht algebraisclie Func¬ 
tioned 

Da forner eine algebraisclie Function bei beliebigcn Umlaufen 
ihrer unablnlngigen Variablen nur eine endliche Anzahl von Werten 
aunimmt, ho muss die Gruppe der Differentialgleichung, welcbe nur 
algebraisehe Integrale besitzt, eine endliche sein (s. Art. 44): 

Lincare homogene I)ilfcrmlmlgteichungen der Fuchs’schen Klasse , 
tn'lehe nur algebraisehe Integrale besitem , haben eine endliche Gruppe. 
Dieser Satz liisst sick abor aucb umkeliven 2 ). Wir setzen also 

m * 

jeizt voraus, die Dillbrentialgleichmig 

(24) ?/ w) + + * * * +p*y = 0 

gehSro in die Fuchs’sche Klasse and besitze eine endliche Gruppe. 

I si danti 

V = Vi 

<‘in beliebiges Integral derselben, so geht dieses bei alien moglichen 
Umliiufen von x nur in eine endliche Anzahl von Zweigen uber, die 
wir durrh Vi ^ . . . 7/in 

beztdehnen wollon. Die symmetrischeii Functiohen derselben 

A - Vi + Vi +-f- Vm 

„ VlV% *"f" Vl r h + * * * + 


A m ViVa " * * Vm 

sind daber in der ganzen :r~Ebeno eindeutige Functionen und haben, 
da % .. . >/ in Hit'll tlberall bestinnnt verhalten, nur ausserwesentlich 

1) Vergl. Kurhrt, Orelliw Journ. Bd. GO. a. 158 imcl Jahresbcricht der stadt. 
Uewerbe«ihub‘ zu Berlin 1805 , S. 31 fl. 

2 ) Vergl. KoonigHborger, Lehrbueh der Thoorie der Dilferentialgleichungen. 
Leipzig, IHhO, H. 478, 470. 
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singulare *Stellen. Die A t A 2 ... A m sind daher rationale Functionen 
von x 1 ). ^ * vjm sind aber die Wnrzeln der Gleichung 

(25) n m ~ A rf- 1 -j-+ (— l) m A m — 0, 

dereii Coefficienten rationale Functionen von x sind, d. h. 

sind algebraische Functionen von x. Hiermit ist die Umkehrung jenes 

Satzes bewiesen, und wir konnen nunmehr sagen: 

Fie notwendigen und hinreichenden JBedingtmgen da fur , dass eine 
lineare homogene Fifferentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten nur 
algebraische Integrals besitzt , bestehen darin , dass dieselbe der Fuchs 3 - 
schen Klasse angehort und eine endliche Gruppe hat 2 ). 


111. Transformation der Differentialgleiehnngen zweiter Ord- 
nung der Fuchs’ schen Klasse 3 ). Die allgemeinste Differentialglei- 
ckung zweiter Ordnung, welclie der Fuchs'schen Klasse angehort, 
lautet nach (19) 

(26) ip(x) 2 y"+ ^(aj)pr ? _ 1 (x)y'-\- g 3s s (*)y = 0, 

wenn 

i>(x) = (x — af)(x — a 2 ) ... (x — a Q ). 

Die zu x = at gehorige determinierende Gleichung ist also 


(27) 

WO 


denn es ist 


r(r — 1) + 





nx — _ g Q -ifrQ 

L yip) J 9 

(x a-) 2 —2 (*)""! _ 9 2 q —2 ( a ») 

op' (a^ 


Gleichung (27) besitzt also dann und nur dann die Wurzel r — 0, 
wenn 0 2<? —durch (x — a*) ^teilbar ist. Ist aber das Letztere der 
Fall, so ist x — ai ein Teiler aller drei Coefficienten von (26) und 
kann daher fortgelassen werden. Gesetzt, es ware fur jeden Wert 
von i mindestens eine Wurzel der determinierenden Gleichung Null,'so 


1) Vergl. Art. 104. Schluss. 

2) Beziiglich des weiteren Studiums der linearen Differentialgleichungen mit 
nur algebraischen Integralen vergl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 81. (1876) S. 97 ff. 
und Bd. 86. (1878). S. Iff. 

3) Diese Transformation hat Fuchs in seinen Universitatsvorlesungen an- 
gefiihrt. Vergl. dje" In.-Diss. des Verf., Berlin, 1886, S. 5fF. 
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koimle nmn also die gauze Gleicliung (26) durch f(x) dividieren 
untl Initio 

1>{x)y" + ? /+ y = 0, 

wo die Ooeflicionton von y " y' y gauze Functionen von x sind, deren 
Grad bozw. — q 7 < @ — 1, < q — 2. 

Hat aber niclit jede der Gteielumgen (27) (i — 1, 2 ; .. q) min¬ 
der-dens oine Wurzel = 0, so kbnnen wir docli dnreli eine einfaehe 
Transformation die Gleiclnmg (26) in die Gestalt (26 a ) bringen. Be- 
zeielmet man niimlieli mit r,- cine Wurzel der Gleiclmng (27), so setzen 
wir in (26) 

*=(> 

(2H) y (x — " a zT k • • ( r — 0(0^* w “JT 

* <=S=1 

wo also in 11 (x — aif' diejenigen Faktoren gar nicht auftreten, bei 
denen lih* r { der Wert Null genommen werden kann. Nacb (28) ist 



und die. Gleicliung fur u win! dalior naeli Division dureh II 
( 26 ) tlrn” 

•i /%+♦»-•]*’ 

, ..YV'V'', 11 i V w* \ 

' Z (X «,)* -'-«/)(* — «*)/ 

+ tyS/i-i J/'j .-t —«. “t" i/a—a | ti = 0. 

I * -J 


Die Gorrticicnten von v<" und n sind (lurch tcilbar, sodass gauze 
Kunctioin-u () Um , bozw. <((>- l) t,m Grades iibrig bleiben. Audi der 
('oefticient von u ist uber durch </> leillmr, sodass cine ganze Function. 
•<((>—-(Jrmb‘s iibrig bleibt. Da uilmlicb der (Ueichung (29) 
lmeli (2H) die durc.b // dividiericn integrale vou (26) geniigou, so hat 
die Z u x a, gebiirige detenuinierende (Jleicbuug von (29) fur jeden 
Wert von i u - - 1 , c,... ( die Wurzel Nullj folglidi ist der Gooffi- 
deal, von u nacb der ini Anschluss an (26) und (27) gcmachten 

llvfltvr, l)lliuruulittl«k'irhmitfi-n. 
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Bemerkung (lurch tcilbar. Der Quotient ist cine gauze Function 
von x, deren Grad < p — 2. Wir konnen daher .sagen: 

Wenn die allgemeine Glcichung meitcr Ordnung tier Fuchs'schen 
Klasse nicht in der Gestalt 

(30) ~ 

vorliegt, so harm sic durch die Transformation (28) jedenfalls in dicsclhc 
gebracht warden, wo ifr cine gansc Function p*’* Grades mil louter ver- 
schiedenen Linearteilern, cp^-i und <p v —i gauge Functional non :c sind, 
deren Grade hem. <C q — 1, Q — 2 Find. 

Dass diose Transformierbarlceit den Pillerentialgleiehungen /.waiter 
Ordnung eigentimlich i.st, orgiobt wicli damns, (lass die dor Gleielmng 

(30) entsprechende Gleielmng «“’ r Ordnung 

(31) ipyG> + 9o ( ,_i?/" _1) + (p v - s y(“-' J) -1- <p l ,^„y ■*=> 0 '), 

•wo die (p ganze Functionen lwchstens vom Grade Hires Index und, 
falls dieser negativ, identisch Null sind, bei # ==*«,• (lift doterminieronde 
Gleichung 

(32) r(r-l)..(r-»+ 1) + r(r- \)..(r n -|- 2) 0 

mit don Wurzeln 


besitzt. Die lelztoro Kigenachaft i«t abor ollenbar durch nine Trans- 
formation wic (28) nicht zu orreichen, worm die Wurzeln vorher be- 
liebigo Werte batten. 


112. Dio Gauss’scho Difforontialgloiolumg. Nacli dem blrgelmin 
des vorangehonden Artikeln konnen wir die allgemeine Dillhrentml- 
gleichung zweiier Ordnung der FuchH’schen KIuhho mit zwei endliehen 
singuliiren Punkton in der Form 

(33) (x — af) (x — a,)y"+ (fc 0 + h t x)y' + <\,y — » 

annehmen, wenn wir uns nbtigenfalln die Transformation (2H) sehon 
ausgcfiihrt denken. Durch cine weitore Transformation der unahlmujigm 
Yariablen konnen wir dabei die beiden endlicheu mnguliiren Hiellen 
nacli den Punkton 0 und 1 verlegen. Wir setzen 

(34) x — a t ■» (a a — a x )z 9 
sodass 

_ * — a, —(ffj-aOO— 0, 

1) Pochhammor bezeiehnet die ningulliren Punkto dicier Different iulgloi- 
chung als einfache. Vergl. Crellos Joum. Bd. 73 (1871). H. fit*. 
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dj/ _ dy_ 1 _ d*y _ d s y 1 

dz dz « a — % ’ d® 2 (ns 2 — « t ) 2 

und die Differentialgleichung ( 33 ) in 


'('->> ® + PT^r 1 + J >»] !?■+ «*-o 


iibergeht, odor wenn wir noch 


(3(!) 

setzen } in 
(37) ,(, 


b„-\-a l b l _ 

b t a # + |3 + 1 
. c 0 a/3 

!) rfgi — l>— (a + P + 1>] ^ = 0, 


d. h. in die Gauss’ sche Dilierentialgleichung. Wir konnen dalier 
sagen: 

Die Gauss 1 sche Differentialgleichung 

x(oo — 1 )y"— [y — (a + (i + 1 )x]y'+ apy = 0 

reprdscnlicrt die allgemeinste Differentialgleichung meiter Ordnung der 
Fuchs’schen Klasse mit mei endlichen singuldren Stellen, insofern als 
die allgemeinsle Gieichung der bemchneten Art durch die Transformationen 
(28) ? (34) ; (36) in jene ubergefuhrt werden Icann. 

Dieso Bedeutung der Gauss’sclien Differentialgleichung moge es 
rechtfertigen, wenn wir endlich im n'achsten Artikel die in Bezug auf 
dieaolbe im Lauf der Untersuchung gewonnenen Resultate noch einmal 
zusammenatellen und bei jedem der drei singularen Punkte 0 ; 1 ; 
oo das in seiner Umgebung gultige Fundamentalsystem angeben. 


113* Dio Integral© dor Gauss’schen Differentialgleichung. Die 

G auas’sehe Dilierentialgleichung 

(38) x(x — l)y"— I y— (a + j3 + l)x] y'+ oefiy = 0 

hat die drei singuliiren Stcllen 0, 1 ; oo 7 welche samtlich Stellen der 

Bestimmtheit sind. 

1 ) Die singnldre Stella x = 0 . Dio Wurzeln der determinierenden 
Gieichung nine! 0 ; 1— y (s. Art. 10). 

a) Sind boide nicht um eine ganze Zahl verschieden oder gehort 
trotzdem zu beiden ein Integral erster Stufe (s. Art. 18), so lauten 
diese, ein Fundamentalsystem bildenden Integrate (s. Art. 23) 

?/<M) ft) 7) 

+ 1 -y, (i + 1 — y, 2 -y; x). 

15* 
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b) 1st y eine positive gauze Zahl mul, falls y > 1, koine < 
Grossen a, ft gleich einor dor Zablen 1, 2,. .y — 1 (s. Art. IS), 
gehort zu der Wnrzel 0 ein Integral crater State 

j/»o ■*'(«, P> r, •'■'), 

zu 1 — y • aber ein Integral zweiter Stale 

2 /o, OkX k + ./''(«> ft> r; .*•) l<>g.r * 

(A) 

(A:.- l — r, 2 

Zur Bereclmung von (lessen logarithmenfroiem Toil ieiien wir mi 
Art. 59 (indem wir den dort benutzten Buehstnben a dureh a ersetzi 
aus 

l*\u (tk^k^li'k l 4** (htJ'k 

EEr — (Jo + a —* 1)(7*: + ft 4~ k(k -j- y 1 m* - - 0 

(s. Art. 10) die liecuraonHibriucl lier 
(40) F ka : : d^k—\('h—i “1“ (hk<'k + ^,a i 4* <h 

£ — (2 A + a + ft — 2)r* * + (-/»’ 4“ * ■ ■ 1 )o 

— (J c + cc — !)(/»: + ft — 1 )%.i + k{Ic -}- y 1 )v\ 0, 

worm die a die Coeflieienten von /'*(«, ft, y; a?) Hind, also 
6 't—•)' 5=3 . 'Y C; ''" r * * * C l : 0 , (\) I 

ist. Domnaeli ergiebt Fennel (40), fttr A: ^ 2 — y } A y,1, 

gobildet, 

cLx— , y ^' 1 

,/ ^ (y - t)(y ... 2). |! 

a («••»)(«- a)(ft i)(fj 2) 


c ' __ ( 0 y (y i)! (y -)! 

l “ y ~ (« t) . . (or - y •(. t)(/t ■ 1) . . (ft y -I- l,’ 

wuhrend wir den willkurlieh bleilxmden Oocfiieicmten ri, - . O Hctzc 
Nach Artikcl 03 bormel (20) bilclen wir claim 

'.. (« — 1) • ■ (« — y + >)((! — 1) . . (ft y ■ j- 1 ) O' 1 "I }') 


C a+ y_ 2 («) (a l y 1)((} 1 l_- 7 ) (« “ 1 + y) 

Ca + y_l(fl) “5 1 

und weiter mittelst der Recursionnformel 
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-f- y f 

O a + y.[.l(n) 


C k (a)lc(Jc + y — 1) — Ct—i(a)(li + cc —■ 1) (7c -f- /3 — 1) 

(A « a-f. y, rt-fy-J-l, .. .) 

(a + y + a - l)(a + y + |3 — 1) 

(dt -f- y)(dt -j- 2y — T) 

(a 4 . y -|- a l )(q + y 4~ a )( a + y + 1? — l)(a + Y + P) 
(# -j- y)(a -j- y “S l)(<x -f* 2y — 1)($ -j- 2y) 

u. s. w. 


Differenzicrt man nun alio C*(«) (*=»«, « + nacli a und setzt 

a = i — y, so iindet man fur die gesuchte Reihe Uc'kX* 


[ (« — f 


t~ Wv -J). 1 to.-*). L _ 4 .... . __2L~ L_ a- 


(41) 


+ 

+ 


1 .y \« ^ § 1 y) X 

(y((y -f* 1)P(P + *) / 1 i * i 

1 . 2 . y (y + 1) \ « ' (Y+l 



• Z 'tO, P,Y\ ®), 


1 

2 


1 

y 



sothiMH day liiermit eingefiihrte Symbol F t (a 7 j$, y\ x) gerade wie 
F(a 7 (S 7 y 7 x) einen in ganz bestimmter Weise aus den Grossen a } /?, 
y 7 x gebildeten lteilienalgoritlimus bedeutet. 

Demnaeh lautet das Fundamentalsystem bei x = 0 in dem unter 
b) betraehteten Falle 

j f/oo f ■*’(«> p> Y] x ) 

i?/ 0 . i—■ y i-V' J?\(a, fi, r, *) + ■*’(«> P, y; ®) log® . 


1 )en liicrin als besomleren entbaltenen Fall y == 1 habcn wir bereits 
in Art. (>•! ids I!eis|>iel benutzt. In dor That wird das allgemeine In¬ 
tegral ro?/ ou -f c u y lK i-y liir y — l mit dem dort unter (37) auf- 
gestollten idontiscli. 

c) Wonn ondlicli y Null odor oinc negative gauze Zahl ist, aber 
koine der Grossen «, (i einen der Werte 0, —1, —2,. . ., y hat, so 
geldirt (h. Art. 18) zu 1 —y ein Integral crster Stufe, zu der Wurzel 
0 aber ein solches zwoiter Stufe. Das crstere lautet (s. Art. 23) 

?/o, i-y ®‘- >' F(a + 1 — y, /J + 1 — y, 2 — y : as); 
wir kinmen urns dasselbe aueh so bereelmet denkcn, dass wir in (38) 
(121 y 0=3 x 1 ~fu 

sulistitnieren uml dadurcli fiir « wieder cine Gauss’sclie Differential- 
gleiehung erlmlten, in welcber an Stelle von a, ft, y bezw. die Grossen 
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cc - f- .1 — y, p 1 — y, 2 y 

getreten sind. Dami trifft abor bei dor jetzigen Annnhme liber y fUr 
die Gauss’seke Dilferentialgleicking in n dor vorlior behamleHe Kail 
b) zu. Wir konnen dahcr uus (89 b ) aueli dan Integral zwaiter State 
fur diese Gleietmng in u sofort ablenen und erhalien ho als Ktmda- 
mentalsystem dcr vorgelegten Gleichung (38) in dem Kalle e.) 

( 2 / 0 , 1 -,.: + 1 - y, fi + 1 - y, « - y; -0 

(39°) y 0i) ■: ■a; l '-^ T l («+ 1 y, /I + 1 — y, - )S 

l + x l -yF(cc ~f 1 - y, /i + 1 y, 2 - y; .r) log a*. 

Hierbei convergieron alio seeks Itoihoii, die in den|Kormeln (8i) tt ), 
(39 b ), (39°) auftreten, innerlialb den Kreises um x ~U mil dem lt.a» 
dius 1. 

2) Die singulare Sidle x =■- 1. Die Wuradn tier zugehbrigeu 
determinierenden Gleichung Hind 0, y or /I (s. Art. 10). Wir 
konuen die Untersuckmg am einfaehsten auf die vorltergehemle bei 
x = 0 zuruckffiiron, indem wir in (88) 

1 — x — x 

substituicrcn. Dadureh resultiert wietler cine Gauss'selte Dillerential- 
gleiclmng zwisolien y und x f ( h . Ark 10), in welrher an Htelle von 
a } p 7 y bezw*. die Gross on 

«; P, « -1“ P + 1 ... V 

getreten sirnl. Denmaeh ergebon sieh die folgemten drei Uestulten 
des zu x = 1 gehbrigon iOuulainentnlHystemH ffir die drei Kalle, fiber 
deren Eintreten nach Ark 18 zu entseheiden ist, indent man die dor- 
tigon Bedingungeu filr die (Srimson or, /I, or -{- /I »| 1 y bildei: 

a) wenn zu 0 und y ™ a — (i ein Integral ersler Shite gehnrl 
(s. aueb Art. 28) 


( 43 *) 


2/.o 


J/l, y- n -/i 


F{a, p, cc + ji -f 1 ■ - j>; 1 x) 

(1 — u')y~ u . !* I<\y — P } y ~ a, y~- a 


, H -l; i 


y). 


b) weim zu 0 ein Integral crater, zu y — u p i-iu hoIcIich zweiter 
Stufe geliort, 

f 2 /i« '■*'(«, /*,« + /*+! r; 1 •''! 

(43 1 ’) | II i, y—a—fi ia- : 1*\ (tt , P, « -|- (i -f- 1 — y J 1 — X) 

l + /3, a -f P -f 1 — y; 1 — jc) log (1 a ), 

c) wenn zu y — a — j3 ein Integral crater, und zu Null ein In¬ 
tegral zweitor Stufo gehbrt, 





113.] 


Differentialgleichungen der FucWachen Klasee. 


231 


2/i, y-a-fi = (1— x)v- a —PF (y—fi, y — cc, y—a— /3+1; 1—x) 

( 4; ' }0 ) ' 2 /i 0 == (1 — xy~*~PF t {y—ft, y—cc, y—cc— /J+l; 1—x) 

+ (1 —oo) y ~ a ~^F(y - (}, y—a, y — a— 0+1; 1— x) log (1— x), 

wobei alle sechs in den Formeln (43 a ), (43 b ), (43°) auftretenden 
Reihen innerhalb des Kreises um x — 1 rnit dem Radius 1 conver- 
gieren. 

3) Die singulcire Stclle x — oo. Die Wurzeln der zugehorigen 
deterininierenden Gleicliung sind — cc, — /3 (s. Art. 107). Die Unter- 
suclnuig wird wieder am eintaebsten auf die unter 1) angestellte 
y.uritckgefulirt, wenn wir in (38) substituieren 

(44) *=■“, y = s a u, 


woclurcli zwisclien der unabhangigen Variablen 0 und der abbangigen 
u cine Gauss'sche llillercntialgleiehung liervorgeht, in der a, ft, y 
bozw. dnrch 

a, a — y + 1, a — + 1 

ersetzt wind. Dalier lautet das in der Umgebung von x = 00 giiltige 
Ku n d ai n cut al sy ste in 

a) worn) zn beidern Wurzeln — a, — ft ein Integral erster Stufe 
gehbrt, (s. auch Art. 107) 

■ x'~ tt J 1 '(a, a — y + 1, a — ji + 1; -*) 

?/*,-/* ' (1 — y + 1, /? — « + !; ~)> 


(4f> a 


b) wenn zu — a ein Integral erster Stufe, zu — ft ein solclies 
zweiter Stufe gchbrt, 

!//.,-« xr u F(cc, a — y + 1, cc — /J + l; *) 

(4. r >'') ■ yx "l'\ (a, a —y+ 1, cc — /3 + 1; |) 

+ ar*y (cc, cc — y + 1, a — 0 + 1; -j) log— , 


e) wenn zu — ■ 
Stufe gchbrt, 

ft ein Integral erster, zu • 

— cc ein 

seiches zweiter 

V <•« — 

P-V + h P- 

K + i; 

;) 

(•If)") ‘ ?/*,-« ‘ 

vr-n <;(/», (i-y+ 

« + l; 

■i) 

+ 

*rfiF(fi,ti-y+ 1,0- 

K + l; 

i) lo s] ■ 
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wo samtlicbe socks in den Formed n (df> a ) ; (4r> b ), (df>°) auftretemkm 
Reihen ausserhdlb des Krcisea um x — 0 mil clem Radius 1 eouver- 
gieren. 

Unsere Metliodcn halum also goal nil cl, i'Ur die Integrate der 
Gauss’schen Differontialglcucduuig lad don singuluren Stellen miticdsl 
der boidcn Reiheiialgoribliinen F und I'\ in jodcm Knlle einen expli- 
eiten Ausdruck air/ugobon. 



Ankang. 

TJ U 1 :fssatzc. 

Zu Kapitel IV . 

Sate 1: Hind u x . u x irgcnd welchc l Functioncn der Variablen 
x 7 so isl die Iklemimanlc dcrsclben 

U t 

^ n 2 . . . uA Xm - l) 

‘it* m . . . «ji (i — 

daun und nur dann idenlisch Null, ivenn u x il 2 ... uz linear dbhdngig 
sind *). 

.Harris: [hiss J) fur jedon Wert von x verscliwindet, wenn 
zwischen u i )L...uz nine linoare liomogene Relation mit von x 
unabluingigeu Oooflicienten besteht, folgi olinc Weiteres aus den 
Klemenlen der Detmmiinantentlieorie, da alsdann auch zwischen den 
its tun, zweifen, u. h. w. ; (A — l) t(m Ableitungen von u x u 2 ...ux immer 
dieselbe Relation b^slolni. 

Zum Beweis d<‘r Umkehrung gelien wir von der Annalime aus, 
(lass /) identisch Null ist ; mul bezeiclmen die Adjunctcn der Elemente 
in der letzteu Coltmno von I) bezw. mit 


I hum hat man dan System der 

Ay j * ■ . , A.% • 

Identitaten 



' J h l h 

+ 

* * * + Ax Hz 

■ 0 


A x a i + A 2 u 2 

+ 

• • * + Ax'Ux 

i._j 0 

U) 

. 


... 

• 



• • • + Axux^^ 

: . () 


L-1,11^-" + A,,uJ 

a-i> ^ 

• • * + Axuft~ ml '> 

: -i 0 


1 ) Vrrjjl. CltriKloHYl, (Yi'IIoh Jonrn. IUl. 55. (1808). S. 293. 

Fniln'iiiuH, „ „ „ 7«. (1873). S. 237, 77. (187*). S.24G. 

1'itnrli, „ „ „ 80. (1875). S. 177. 

Tn n in’ r,y, Amiali'H ilo lYeolo uornmlc, 2 m ® HtSrio, 4. (1875). S. 121. 
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|Zu Kap. IV, 


yon denen die A — 1 erstou dadurcli cntstohen, da.HH die Elemcmto 
einer Colonne von I) mit den Adjuneten der Elements ciner andem 
Colonno componiert werden, wiilirend die leizte eine Kolgo den idea- 

tischon Verschwindens von ID ist. Dureh IHnWvntiuium der l . I 

orsten Jdentitiiten in (1) nacli x und jedesmalige Hubiruktion dor 
niichstfolgonden Idontitiit crgiebl nidi, wonn 




< lA i 





dx Ai “ 

i, a./) 


gesctzt wird, 





4 ^ 

+ AA -1- • 

-• + a: a, 

0 

(2) 


+ a A -i • 

.i- xu; 

0 


•AV" 4 

> + AW •> • 


0 


Sieht man also von der letztcm Idenliliit in il) ub, m> zeigf meh, daub 
die X Grdssen A uml die. X Grimseii A' tlnisrltwu X I liitearen homo 
gencn Gleicliungen genOgen; hieruu.s I'ulgt 

(3) ■ A{: A./: * * • ; A ,A 

Nun wollon wir zuniiohsi vorausaeizen, <1h*h koine der Uribwou 
A t A% ... Ax identified! Null, und ddrien dann fimtehtiiett, tlmn rnimle 
stens eine der GroHsen A x A u \ . . A/ nielli tdenfimdi Null id, Warm 
niimlicdi die lotzteren Hiimtlieh idenfincdi Null, m> wiinoi ja idle 
A t Ay... A* von x unaldiiingig und das iti*atidirii enter lineuren Ab- 
hiingigkeit zwiseliou w, . .. iu wiire dureh die erde dm* hlentiliiten 
(1) erwicson. Sex also etwa Ai nicdit itleiifinch Null; dann lieferi (III 
die Gleicliungen 

A, 

(* t,», 


oder 


woraitH folgt 


a; 

a 4 


a 4 a; 


dx 

A 


0 ) 


i, a, 




d. h. die Quotienten Hind von x uiiubhitugig, 1 dvnln il iiinii nine 
a a 

die erste dor Identitaten (l) dureh m» htidli 


(4) 


A 


u i + 4 ’ u * + 


N - ! 


«, I I M« 


eine lineare Abh&ngigkeit zwineheit u, . u, liar. 
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1st nun eine der Determinanten A t A 2 ... Az identiscli Null, was 
bisber ausgeschlossen wurde, so Imiipft sich an das Yerschwinden 
dicser Determinant©, da sie aus X 1 der Functionen u x u 2 ... uz 
geradeso gobildet ist, wie D aus alien u x ... uz 9 genau dieselbe Dis¬ 
cussion. Man lindet dalier in diesem Fall entweder eine lineare Ab- 
liungigkeit zwisclien X — 1 Functionen u, oder es ist wiederum eine 
dor in Frage kommenden Unterdeterminanten Null, u. s. w. Da man 
aber aul‘ diese Weiso scliliesslicli zu den Determinanten zweiten Grades 

Ui u[ 

U}e Uk 

Iierabsteigt, boi denen die Adjuncten der letzten Colonne je zwei 
dor Functionen u t ... uz selbst und dalier sicher nicbt identiscb Null 
sind, so gclangt man spatestens bei diesen Determinanten daliin, dass 
die oben gemacbte Voraussetzung thatsachlicb erfullt ist. In diesem 
iiusBerHten Fallo wurde also schon zwisclien irgend zweien der Func¬ 
tionen u t . .. nz eine lineare Abliiingigkeit bestehen. 

Jliennit ist der Batz ganz allgemein bewiesen. 

Bate 2: Sind 

ip i(*), ipx(%) 

X nnch irycnd wclchcn Votensen von x fortschrcitcnde Beihen von der 
Jlescha/fenhail, dass eine jcdc von ilmcn nur solche Potcnmi von x enthalt, 
die in ke.iner der iibriyen auftreien, so sind die X Beihen linear unab- 
hiiwjitj. 

Hosliindo niimlioh oino lineare liomogene Relation 

(5) (\ •+ (l H-f- Cxil>x == 0 

mil. von x unabliiingigen Ooef'iieienten (\, C,,,..., Cx, die fur jeden 
Wert von x eri'Hllt ist, so miissten die Coefficienten der einzelnen 
Potonztm von x auf dor linkeu Seito von (5) gleicli Null sein. Ist 
nun aber otwa x“ l oino in rf) l wirklich auftreten.de Potenz, deren Coef¬ 
ficient, di also 4 s 80 ifjt » a <ih der Voraussetzung fiber die l 

Roihon 

Ot «! 

der vollstilndigo Coefficient von a;" 1 auf der linken Seite von (5). Da- 
mit or versekwiudet, muss also 

C, = 0 

soin. In gloicluT Weiso ergiebt sicli das Vcrschwinden von C.,...Ci 
und daiuit die Unmbgliclikcit einer Relation (5). 
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Sate 8: Bind tu ^ 2 , .. in A nach Toknmi von x fortschreb 
tench lleihen, derm samUiche Nxponeutcn sieh nur mn gauze Zahlen odcr 
Null von cinander nnkrsehddm , nud derm jede mil einem nndrrm i&« 
ponentcn beginnt als alle iibrigen 7 no rind air, linear tmahhungig. 

Ik'wcis; Jede der iicihon deukeu wir nm in deni 

Siimc naeh afcoigonden Potonzen von x geordnot, (Iiihh die reelleu Teilo 
der Exponenten waclnsen. Hind ilium r { r u .., rj„ die inteh Voraun- 
sctzung von eimuider verHehiedenen AniungHexpimetden von bezw. 
ip i • • • 4*1} H ° kdnnen wir umiehmon, dans uueh din retd leu Teih* 
diesor Zahlen bei der angegebetieu Reiheufolge wnelmen, /•, also die- 
jcnige von ilmen mil. deni kleimden reelleu Teii ini. 

Boatando mm eine Relation 
(0) + (*.*!'» * • • -|- <^h <» 

rail; von x unabhangigeu (loelbeienfeii, ho wilrde diene winder dan 
Vcrachwinden der einzelneu Roteuzen von x in (<i) erforderm 1 Ha 
Roienz x r ^ kommi nbor nur in i/» s vor, himIilhs zuniieliHl (\ 0 mbn 

muss. Dann wiederlioll, man aber deuselhen Sehhi.ss in Hezug auf die 
lleihen ^ ... fx u. h, w. und lirnlel no, dans idle (\ f' a .. . in (f,) 
den Wert Null ha ben ndlnnen, d. h. dans client' Relation unmbglieh i.-d. 

Sate 4: Bind t u i/\,, , . ,, */% & linear unnhhtingigt , sieh hri x o 
beslinml verhalfcndc lleihen, in uu Uhm dir iifpanuiiai siindlivher l\bt u.:< u 
von, x sick nur nm gauze. Zahlen <nhr A ‘nit mdtrseheidnt, so hann man 
X lincarc homogene Verbindungrn dersethrn lulden, dir ivmU r linear mn 
abhiingig shut nud lauter rersehinlme Anfanyscxfmnndrn hesitma 

.Beweds: Die Reihen ij\ 4\i • * * th ««deti in differ RrilienfVdge so 
geordnet, dann die rindlen Teilo der Auiung-sexpouenten nielit uhneh* 
men. Koine der Reihen hid also eiiien An!ufig*e\j»ohe*it mit kleim* 
rem reel ion Toil ala V'r Sind alter et wn die A ntaugNexponenten 

von ihn * * *i .a gteieii dem von 4 \ , dm wir r, neiinen wollen, 

wiihrend derjenign von ty eiuen grbsnereti reelleu Ted hat, ho kiinn 
man die Constanten n ; , . . , n r .. A derail wahlon, divm 

t$—<LNu tn a,i^ , . . e S a, ..it I 

nielit iuohr zu nondoru zu eiueiu Expoisentm mil, gr«kHHereiu reelleu 
Toil goborem Helraohton wir nun atatt tier urH|tr<iiiglicdien die 1 Reilmu 

(7) i> if tp,, - « a (/’!, • • •, 4w I ‘I, x, 4; , 

ho liaben <li(jH(! hcIuui (lit; I'ligiMinclmlt, iIuh.h nur mtch »/* s 7.11 liciu 1 a 
poneutou mil kloiimfcm rccllcn >Si*> Him! itbcr wi«il< rinii 

linear uiiabhiitigig; denn die I)ct.crmimuit«* dicker A Kum tiuiu n ist 
(a. Haltsmr, Th. 11 . Anw. d. 0«^t. f». Aid!. § f, h a] . I’riKlukt /wrier 
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Faktoron darstollbar, deren einer die von Null verschiedene Determinate 
der k linear unablmngigen Functionen * • • tyxj deren anderer die 
Determinate der Substitutionseoefficienten ist, vermoge deren.sich die 
Functionen (7) durcli die ^ ^ ausdrticken, welche den Wert 

1 bat. 

Wiederholl. man dieselbe Operation in Bezug anf die k — 1 Func¬ 
tionen 

— tty, ^ j • • * , tyy— 1 $y— tyl) 

ho treimt man wieder cine Roibe ab, die zu einem Exp one ten r 2 
gdiort, desHtm reeller Toil grosser als der von r 1} aber kleiner als 
bei den k 2 iibrigen Reihen ist, mid die k jetzt an Stelle von 
* . - iju geHotzten Reihen wind wiederum linear unabhiingig. U. s. w. 
Fiudlicb gelangt man ho zu k linear unabhiingigen Reihen 

die lineare homogene Verbindungen von ^ wie diese linear 

unabhiingig sind und bezw. zu k von einander verschiedenen Ex¬ 
ponenten 

r i T % • • • n 

gehbren. 

Sutz 5: Fine ganm rationale Function von log®, deren Coefficienten 
— abgesehen hbehslens von einem ihnen alien gemeinsamen Falctor x r — 
in einem Krcis odor Kreisring mit dem Miiteljninht x = 0 eindeutig sind , 
vcrsehioindct idmtiaeh nur dann, wenn die eimelnen Coefficienten der 
Fotensen von log x idenlisch verschwinden. 

Jieweis: Wenn 

(H) y i/, 0 + </> t log® + ^ log 2 ® H-1- 1> 0 log<'x = 0, 

wo di<* Functiomm i/ ? o^ V’i > • • •> abgesehcn von dem ihnen alien 
gemeinsamen Faktor x r , in dem gedachten Gebiet eindeutig sind, so 
ist, aueh die aim y entHtehcnde Function, wenn x einen Umlauf um 
x «r* 0 beschreibt, die wir mit y bezeiehnen, identisch Null. Beriick- 
niehtigt man (vergl. Art. 51), dass bei dicsem Umlauf jede der Func¬ 
tionen tf* nidi nur mit dem Faktor 

m' -e Xr7ti 


multipliciert, log a* aber um 2 sri vermehrt, so erhillt man fur y einen 
Aumlruck (vergl Art. 51 (11) und 5(5 (5) und (6)), dem man am ein- 
fudiHlen die Gestalt giebt 


00 


6 ) 


". i <'u j _ i f* a .y — 

1 e log® cl (d log x) a - 


Naeh der voruungeseizien Identitiit (H) ist also auch 
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(10) y—coy~ 


CO 




dy 

d log x 


+ ■■• + 


(2wt)" 


el 


lour *)"J 


(fj log *) 


Dies ist aber eine ganze rationale Function von log x vom (o' 
G-rad, bei welelier der Coefficient von log"— 1 # 



fa 


lautet, d. h. sich von f„ nur durcli cinen von Null verschiedenon con- 
stanten Faktor untorsclieidet. Beliandelt man den Ausdruck (10) gerade- 
so wie vorlier y, so kann man den Grad in log x abernmls urn die 
Binbeit erniedrigcn, n. s. w. N;udi o-maliger Wiedorholung die.ser 
Operation gelangt man zu dem Rosultat, dass die mit einer von Null 
verschiedonen Coustautcn multiplioierte Function f,, identiHeh Mull 
sein muss. Dann ergiebt sieli aber das Gleielio obbnso filr ifi„ 

und scbliesslicb unmittelbar filr if> u , womit der .Sat,/, 

bewiesen ist. 

Direktc Folgorungen nun Sat/. 5 sind die Siit/.e: 

Sind y u y 2> - ■ yz ganze. rationale. Fnnctionm von log -r, jedc 
von einem anderen Grad in log a;, darn sdmlliehe Goeflkienten, ahgesehen 
hbehstens von einem Union alien gemoinsamen Faktor a? in einem Kreis 
Oder Krcisring mit dem Mitlcljnmkt x = 0, eindeutig sintl, no sind die- 
sdthen linear mdb'hiingig. 

Sind y l y.>... yx ganze Functional von log derm Goefjieienten, 
algeschen hochslonx von einem ihnai alien ge.meinsamen Faktor in einnn 
Krcis odor Krcisring mit dem Mittelpunki .'/; ■<), eindeutig sind, und 

sind in don Functional dcsselbon Grades in log.tr die (toef/ieienlen der 
hbchsten JMcns von log x miner linear nnab/dingig, so sind aueh 
ViVt ■ ■ .yi solbsl linear unabhdngig. 

Der erste dieser beiden Siitze kann oilenbar al.s Sjieeialfall des 
zweiten angesehen werden. 

Satz 0: Fine Function der Gestalt 




V » t + + • 

* * ”j“ f 


?.t, ■ 

■ fio + fn l»g« + • ■ 

■ + fiih log"*./.' 

• 

«s' 

; fm + tn log# + • • 

• + V’sh, log"' X 

«* 

UX z: 

^ fxt) + fil log X -|- 

■ + fx<u log"*#, 


sdmtliche abgcschon von dem Faktor x% siimUiciu; ^ ahgesehen von 
dm Faktor x r -, u. s. w., in einem Kreis odor Krcisring mit dem Mittel - 
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*!“*' x-O einimtig smd md sick nicki smi der ZakJm r, ,, 

}am ‘^ 1 ak ' N “ U versdmindet idsntii, »„ L„ 

wenn samthche i> identisch Null sind 1 ). ’ 

Beweis: Wenn 

C 11 ) 2 /=« 1 +m 3 -|-= 0 

ist so ist auch die aus y durch einen Umlauf von x um x = 0 ent- 
stehende Function y identisch Null, d. h. 

y = % + ^ = o 

Oder, wenn 

2r, rti - ir7li _ 

— to,, e = ra 2 ,..., e * = 03 . 

gesetzt wird, wobei alle a von einander und von Null verschieden sind, 

( 12 ) o 1 \u 1 + ^-^ + ... + V™fl_l!!^'} 

L id log x <r,! (3 log x)° l J 

+ <»2 

+ * 

+ ®i I uz + — — i- -I- 1 - -£ . ‘3. 1 = 0. 


w 2 + i 2 L! 

■ Id logx 


(d log xf 

4- ... 4. ^ % ~ T 

* ix) a *J 


2ni du x 

- UZ 1 8 logx (8 loga^J 


<r 2 ! (d log xf 
(2nif* d° l Ui 


■ Durch Subtraktion der mit o x multiplicierten Identitat ( 11 ) von ( 12 ) 
folgt aber 


(13) 


CO, 


+ 


V2ni 

du t 

L~ 

8 log x 


8u j 

LT 

d log x 


8u x 

Lt 

d logx 


(2 jt if 1 

d^u, 

<r t ! 

(d log xf 1 -. 


d a *u. 2 

V 

(8 log *)°*J 


8 IT ^U3 

°x'- 

(d log xf z J 


Die linke Seite von (13) ist nun eine Function von derselben Gestalt 
wie y\ die hochste Potenz von log x ist in jeder Zeile mit einer Func¬ 
tion multipliciert, die sich nur durch einen von Null versehiedenen 
constanten Faktor von derjenigen unterscheidet, mit der die hochste 
Potenz von log x in dem entsprechenden Teil von y, d. h. in der ent- 
sprechenden Function u multipliciert ist 5 aber in der ersten Zeile von 
(13), d. h. in dem aus u t entstandenen Teil ist der Grad in logo? um 


1) Yergl. Thome, Crelles Journ. Bd. 74. (1872). S. 195; Tannery, Arm. de 
l’^cole norm. 2 me ser. 4. (1875). S. 144. 
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Eins erniedrigt. Nimmt man also mit (13) die analoge Operation 
vor und wiederholt das Yerfaliren im Ganzen c^-mal, so wird die von 
herrukrende Zeile in dem entstehenden Ausdruck, der identiscli 
Null ist, ganz verschwunden sein, wahrend der Grad der librigen 
Zeilen in log x derselbe geblieben ist wie in den entspreelienden u 
nnd die hochste Potenz von log x in jeder dieser Zeilen, abgeseben 
von einem von Null verschiedenen constanten Faktor, immer nock mit 
derselben Function wie dort multipliciert ist. 

In gleicher Weise reducieren wir den Ausdruck weiter, indeni 
wir aucli die von u 3 ,.. uz — 1 herriihrenden Teile ganz zum Weg- 
fall bringen und endlicb den Grad des aus uz herriihrenden Teiles in 
log x von 0z auf 0 erniedrigen. Dann ergiebt sicb also das identiscbe 
Yerscbwinden der mit einer von Null verschiedenen Constanten raul- 
tiplicierten Function tyioi, d. b. 

i il>x<r x = 0. 

Ebenso folgt nun natiirlich das identiscbe Yerscbwinden samtlicher 
anderen tyx, dann samtlicher if>z—i, u. s. w., endlicb samtlicher und 
zwar das der letzteren samtlich gleicbzeitig, da ja, wenn erst die 
Identitat 

y 1 = u 1 = 0 

erwiesen ist, Satz 5 zur Anwendung gelangt. 

Unmittelbare Folgerungen des hiermit bewiesenen Satzes 6 sind 
wieder die Satze: 

Functionen u t u 2 ... uz von der in Satz 6 angegebenen Art sind 
linear unabhangig. 

Sind u t u%... uz Functionen der in Satz 6 angegebenen Art , bei 
denen jedoch die Zalilen r x r 2 .. .rz sich derart in mehrere Gruppen 
sondern , dass die Zalilen derselben Gruppe sich nur um game Zahlen 
oder Null von einander unterscheiden , so zerfdllt eine lineare homogene 
Relation zwischen % u 2 ... uz in mehrere solche i deren jede nur die zu 
den Zahlen r ein und derselben Gruppe gehorigen Functionen u enthdlt. 


Zu Kapitel V. 


Wenn die JDeterminante 


(i) 


D = 


a il a i2 
a 21 a 22 


0>in 

a^n 


a n \ a n 2 . 
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den Wert Null hat\ so gmiigen die Elemente jeder Zeile (und ebenso die 
jeder Colonne) ein und derselben linearen homogenen Relation 
G 1 a 11 -j- C 2 a 12 -{-••• -j- C n atn = 0 
G x a 21 ”f“ C 2 a. 2 o ' • + C n a2 n = 0 

Cia n i -f- O 2&712 ~|-h G n a nn — 0 , 

in der nicht samtliche Coefficienten C Null sind . 

Fasst man namlich in den Gleicbungen (2) C x C 2 . . . G n als die 
Unbekannten auf, so liefert das Gleichungssystem (2) fur diese ein 
Wertsystem, bei dem mindestens eine der Grossen C nicbt den Wert 
Null bat, sobald die Determinant© des Systems, die ja mit D iden- 
tiscb ist, verscbwindet. (Vergl. Baltzer, TH. u. Anw. d. Det. 5. AufL 
Leipzig, 1881, § 8. 2. S. 72 ft). 



Zu Kapitel VII. 

Wenn die bei x — 0 sich bestimmt verhaltende Function 
W = TpQ + log X + • • • + \og a X (cr = 0,1,2,.. .) 

m dem an y ier Stelle = 1,2,3,...) stehenden Exponenten q gehort, so 
verhalt sich die Function 

f Wdx 

lei x = 0 ebenfalls bestimmt und gehort m dem Exponenten q +• 1, der, 
wenn q = — 1 ist, an {y + l) ier , andernfalls an y ter Stelle steht. 1st 
q eine negative ganze Zahl, so gilt dieser Sate fur einen beliebigen Wert 
der Integrationsconstanten, andernfalls muss dieselbe gleich Null gesetet 
werden. 

Beweis: Wir beweisen den Satz zunacbst fiir den Specialfall 
6 = 0 *, es sei also 

( 1 ) ^ ^ c k x k (*«-?, f + 

w 

eine zu der beliebigen Zabl p geborige Reibe. Dann ist, wenn wir 
die Integrationsconstante zunacbst fortlassen, 

( 2 ) l^ dx =2irri x ?>+l + c- l iogx, 

= <?+ i, **-D 

wo der Coefficient c_ 1 (und folglicb log#) nur dann auftreten bann, 
wenn q eine negative gauze Zabl ist, und sicher von Null verscbieden 
ist, wenn q den Wert — 1 hat. Setzen wir also 

H e f f 1 0 r, Differentialgleichungen. 16 
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(2 a ) fodx =*% + ilogfl?, 

so gehort die Reihe % im allgemeinen zu p + 1, nur, wenu p = — 1, 
zu einem grosseren Exponenten. Die Constante c—i, welche mit log x 
multipliciert ist, miissen wir aber als eine zu dem Exponenten 0 
gehorige Functiou bezeicbnen. Der Coefficient von log x in (2 a ) gehort 
daher, falls er nicht identisch Null ist, zu einem Exponenten, der 
> p + 1, und nur, wenn p = — 1 ist, zu p + 1 selbst. Das Integral 

(2) oder (2 a ) gehort folglich stets zu p + 1; dieser Exponent steht, 
wenn p = — 1, an zweiter, andernfalls immer an erster Stelle. Diese 
Eigenschaft wird offenbar, falls p eine negative ganze Zahl ist, nicht 
alteriert, wenn man dem Integral nun noch eine willkurliche Con¬ 
stante c hinzufugt. Diese Constante ersetzt dann namlich in der Reihe 
% das fehlende, von x unabhangige Glied. Hat aber p nicht einen 
negativen ganzzahligen Wert, so muss die Constante Null sein; an¬ 
dernfalls wiirde namlich c + %, wenn p gleich Null oder einer posi- 
tiven ganzen Zahl, zu einem kleineren Exponenten als p +1 gehoren, 
und, wenn p iiberhaupt nicht ganzzahlig ware, gar nicht mehr eine 
sich bestimmt verhaltende Reihe im engeren Sinne zu nennen sein, 
weil sie Potenzen enthielte (z. B. die 0 t6 (c) und (p + l) t0 ), deren Ex¬ 
ponenten sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. — Damit ist 
der Satz fur den Specialfall <7 = 0 vollstandig bewiesen. 

Bei dem allgemeinen Beweis des Satzes verfolgen wir nur noch 
den Fall, dass p eine negative gan#e Zahl ist, da diese Voraussetzung 
bei der Anwendung in Artikel 48 und 49 stets zutrifft und im iibrigen 
der Beweis fur den entgegengesetzten Fall sich noch erheblich ein- 
facher gestaltet und aus dem hier zu fuhrenden unmittelbar abzu- 
lesen ist. 

Wir setzen 

(3) = ^cjf®x h (*■=»&, w + ii* ••) , 

0 = 0 , i, .. a) 


sodass die Reihen ^ 0 , in W bezw. zu den Exponenten. 

Po, Qi ■ ■ ■ Qa gehoren. Da nach Voraussetzung W zu dem an y tex Stelle 
stehenden Exponenten p gehort, ist 


Qy-1~Q 

' Qy—a Q (* = 2, 8, ..y) 

Prt-«>P -r) ; 

es ist daher sehr wohl moglich, dass, wenn auch p = p y _ x eine 
negatiTe ganze Zahl ist, p* (i=o,i,... )y _2, gleich Null oder 

einer positiven ganzen Zahl ist. • 
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Nun haben wir die Integrale 
(5) fin log l xdx a = i, 2 ,, a) 

zu bilden; denn dass das fur A = 0 aus (5) entstehende Integral, 
wenn die willkurliclie Integrationsconstante gleicb Null gesetzt wird, 
stets eine zu p 0 + 1 gehorige Function ist, bei welclaer dieser Ex¬ 
ponent an zweiter oder erster Stelle steht, je nachdem = — 1 ist 
oder einen andern Wert liat, wissen wir bereits aus der vorangehenden 
Betrachtung. Die Integrationsconstante diirfen wir aber in diesem 
und in den Integralen (5) gleich Null setzen, wenn wir schliesslich 
der aus alien diesen Integralen zu bildenden Summe eine willkiirlicbe 
Constantc hinzufugen. 

Durcli partielle Integration ergiebt sich 

(G) j ipx log l xdx — log x x ^ 'ijjxdx — J *-—log x ~~ 1 xdxJ ipxdx. 

Nun ist nach (2 a ) 

(7) fox dx *EE: %x “|- c® x log x , 

wo die willkurliclie Oonstante dieser Integration nattirlicli gleicb Null 
gesetzt werden darf, da sie sicb sonst in der Gleicbung (6) docb fort- 
beben wiirdo. In %x lehlt daher siclier das von x unabhangige Glied, 
und die Function (7) gebort zu 1, welcber Exponent im allge- 
meinen an erster und nur dann an zweiter Stelle steht, wenn qx —— 1 
ist. Domnach wird aus (6) 

(8) j log l xdx = %i1ob*x + fff %xlog x - l xdx , 

wo die beiden ersten Glieder reebts eine zu der an (A + l) tor , bezw. 
— wenn qx^ — 1 — an (A + 2) tor Stelle stebenden Zabl + 1 ge- 
bbrige Function bilden. Uliter dem Integralzeichen aber stebt eine 
Function von derselben Gestalt wie in dem Integral (5), nur ist der 
Grad in logx nm Eins erniedrigt, wiibrend die an Stelle von ipx tre- 
tendo Iteihe 

X 

zu cinem Exponenten geliort, der > qi, und die Potenz a; -1 nicht ent- 
liii.lt. Nimmt man daher mit diesem Integral dieselbe Umwandlung 
vor, wie vorher in Formel (8) mit (5), so folgt 

(9) —j f ^log 1 - X xdx = %u log 2-1 * »u!og x ~ 2 xdx, 

wo %xt zu eine in Exponenten gebort, der 1 und kein von x 

unabbangiges Glied enthalt, ein Glied mit log*# aber nicht auftritt. 

1 A* 
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Fahrt man so fort, so erniedrigt sidi also bei 
Grad in logo: nntor dcm Into.gralzeidien, uml man 


jedem vSchriii der 
orluili sehliesslich 


( 10 ) — 

in + %x,x-i\o%x+ • • • + 4“ Z>gV 


X | i 


h»^ I 


■WO %iu zu einom Exponenten gohi>ri, der (>H 1; 

gehort genau zu p*+l, os sei denn ^ * U in welehem^ bulle 

^ zu einem grossorcn Exponenten gehbrt, woftlr uber dann **„ t j u 
ist unci eino zu -j- 1 golibrige Function darHiellt. 1nlglieh gduul 
das Integral 

fin h^xdx 

zu pa + 1 nncl zwar im ullgemoinen zu diencm an (A -| 1 ) t,,r , und nur, 
wenn ^=« —1, an (A + 2) tM Stdle stdienden Exponents. Hamit 
ist unser Satz aueli fur die einzchum Integrals (f>) bewicnciL 

Uni nun cndlieli die gesuclito Function J W'dx herzustelleu, milnaen 
wir Gleiclnmg (10) filr A ==« 0, bilden und atle dio.se Gleb 

chungen addieren. Wenn wir also jetzl nodi die willkfirliche (\>n- 
stante e hinzufiigen, so erbalten wir 


( 11 ) J'vdx, 

c + Xo + %u + fc + Xn + • 
+ log x [<& + Xi + Xai + Ui 4- • 

4“. 


| l,m 

4 " 4 


-j- log >'"~ l X 




■ , -| Xr- 1 4- X; ' 4 . t X-. >• , i « 


H- log*'**' 
4- 


,.<>■ i) 

~! 4- X; 4 - • I x».-> , 


4~ log" X 


( . 0 >--n 

„ I X ' 1 


+ log"‘t ‘.r 




<i f l 


Hier gohbrt der you logs froie Toil nacli dor vorangehemlen Knt- 
wicklung und mit Rlidcsicbt auf (4) zu (‘ilium Kxpouenton, dor > v | 1, 
und zwar, da e p y _i oino negative gauze Zahl win Hollto, auoli bei 
you Null verschiedenem Wert von <*. Das Gleieho gilt von don Coof- 
fioienten you log x, log*®,..., log)-*®. Ndimen wir nndann an, dusw 
q <—1 sei, so gehort der Coefficient von log)'- 1 ® genau zu (>~j~ 1, die 
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Coefficienten der hoheren Potenzen yon log a: aber zu Exponenten, 
die > p -f- 1 sind. Mi thin gehort unter dieser Yoraussetzung der 
ganze Ausdruek (11) zu dem an y iai Stelle stehenden Exponenten 
Q + !• 

1st dagegen p : r : Q y —i ~ — 1, so gehort der Coefficient Ton 
log 5 ' -1 # zu p + 1 0, wenn <fLx 2) =j= 0, sonst zu einem Exponenten, 

der > p + 1. Da aber alsdann *4“ 0 ist, so gehort der Coeffi¬ 
cient Ton log y 35 genau zu p -{- 1. Die Coefficienten alter folgenden 
Potenzen Ton log x gehoren aber zu Exponenten, die > p + 1 sind; 
denn Ton den in ihnen auftretenden Reihen % ist dies gezeigt worden, 
wenn man wieder die Formeln (4) beriicbsichtigt; die Constanten 

C W c (y+ i) .(a) 

v — 1 j O — 1 ) • • • ) ^— 1 

Bind aber bei der jetzigen Annahme (^ y —i = — 1), der zufolge die 
Reihen 7 ijja iiberhaupt keine negatiyen Potenzen yon x 

enthalten, siimtlich Null. Folglich gehort in diesem Falle der Aus¬ 
druek (1.1) zu dem an (y + l) tor Stelle stehenden Exponenten q + h 
womit nunmehr unser Satz ganz allgemein erwiesen ist. 


Wenn 


Zu Kapitel X. 
y == f(x, u) 


cine Function der beiden von einander unabhangigen Variablen x und u 
istj fur wclcke die Identitdt 

dn* \'dxQ ) dx^ 

hesteht , so ist auch 7 falls u gleich einer differenmrharen Function von x 

u ~ q> (x) 

gesetzt wird\ 

't>* (<Fy\ dP_ Fcf'y \ > 

dyf / dxQ \d it?' 

Beweis: Es geniigt, den Beweis fur q = x = 1 zu fuhren ; da 
sich alsdann der allgemeine Satz fur beliebige Werte yon q und x 
durch wiederliolte Anwendung des bewiesenen Specialfalles ergiebt. 
Wir bozeiclmen mit 


dy dy 
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die partiellen, olmo Kucksicht darauf, dasa u ami a; von einamler ab- 
hangig sind, nacli x und u genommenen Ableitungon dor Function 


y~af(x, u). 

Dann ist 



(1) 

d (dy\ ■ 

dx \du/ 

V*y 
du dx 

i d i! y t. x 

"I U0> 

wenn 

du 
d x 

dfp(x) 

dx 

y\x) 


gesetzt wird. Andereracitn i.sfc 


(2) 

dy 

dx 

dy , dy 
dx •' du 

9 (■>')> 

also 




(3) 

B (dy\ 

du \ dx/ 

d'^y , 
t x d it ‘ 

vu l * 


Da aber nacli Voraussetzung 

d'*y ( *// 

dx d u ( u t'x 


so folgt aus (1) uiul (3) 


(4) 


» (dy' 
dn \dx* 


d 


dx 



w. 7 u in w. 


Dio Voniufisetzungen dieson SatzoH nintl hoi dor Annrudung <Ioh- 
selben im Texte (H. 146) erttllli. Ihnm dorf ini r„ rim* Function dor 
Gestalt 

V« (/>,, | th I M • I • • • -|■ it 1 , 

wo 

u log.r 

und die in oinom gowinnon (iobiol convorgontr lirihm Mind, in wrl- 
ebon die Exponenlen dor Potonzou von ,r idrh imr inn gunzo Zalilou 
yon oinander unterHcheidein 


Z\i Kapiitd XI. 

Beweis tier 8. 155 bvnutztvn hdtrminmdtnfmimh 

Dio Deterniinanto 


0 (») 



?!»<•> 


;*i , w 

- 

7n\ M , . . 


;v» oi 


(Art. 76 (13)) enkteht howoIjI duroh roiupndtioit «I«*r X«*ilm von ( ' 
mit den Zeilen von A (o), u!h auoh dnrcli ('tiiujuinilitiii »i**i i ddojinm um 
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J3(co) mit den Colonnen von C. Wir fassen zunachst die erstere 
Entstehungsweise in's Auge. Greifen wir dann eine beliebige Unter- 
determinante v tor Stufe von D(ro) heraus 

dih , 

so wird diese gebildet, indern in D(o) irgend welcbe v Zeilen, etwa 
die Zeilen i 17 ... i v , nnd irgend welcbe v Colonnen, etwa die Co¬ 

lonnen 1c 17 7%... h v gestrichen werden, wo sowobl die i wie die 1c v ver- 
schiedene der Zablen 1, 2 n sind. Dass eine solche bestimmte 
Combination von v Zeilen (i x i 2 ... i v ) nnd eine bestimmte Combination 
von v Colonnen Qc x k 2 ... 7c r ) gestrichen sind, soil eben bei der Be- 
zeiclmung da der erste, bezw. zweite Index andeuten. Nach der jetzt 
filr D(g>) zu Grunde gelegten Entstehungsweise kann man daher die- 
selbe Determinante da auch aus zwei rechteckigen Systemen, deren 
erstes aus dem System der Elemente von C 



(lurch Streichung der Zeilen i x i 2 . .. i V} deren zweites aus dem System 
der Determinante A{p) 



durch Streichung der Zeilen \ Jc 2 ... lc v hervorgeht, erzeugen, indem 
die Zeilen des ersten mit den Zeilen des zweiten componiert werden. 
Nach dem Satz iiber die Determinante eines componierten Systems 
(Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det, 5. Aufl. § 6. 1. S. 48) ist dem- 
nacli d ik gleich der Snmrne der Produkte von je zwei Determinanten, 
die aus den beiden rechteckigen Systemen entstehen, wenn jedesmal 
in beiden dieselben v Colonnen gestrichen werden. Bei der von uns 
eingefilhrion Bezeichnung fur die Unterdeterminanten von G und A(jai) 
sind aber diese miteinander multiplicierten Determinanten 
Ca und a k % a = i, 2 ,.., /o, 

wo l andeutet, dass eine bestimmte der ^ vorhandenen Com- 

binationen von v der n Colonnen gestrichen ist. Es ist also nach 
dem citierten Determinantensatz 

da — CnUia -f* + * * * + , 

womit die eine der in Artikel 77 (S. 155) benutzten Formeln er- 
wiesen ist. 
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Denkt man sich D(<a) auf die zweite Art erzeugt, so beweist 
man ganz ebenso die zweite Formel 

da — iiiCi k -j- bziCw; -f- • • • bfiiCpk. 


Zu. Kapitel XII. 

1) Nachweis der S. 166 benutztm Identitat 

wo % ein in einem Kreisring mit dem Mittelpunkt x = 0 gultiges 
und in diesem Gebiet abgesehen von dem Faktor of* eindeutiges In¬ 
tegral, y t ein regulares Integral ist, das fur die Umgebung der in 
jeneru Kreisring liegenden Stelle x 0 definiert ist. 

Wir beweisen zunachst die Identitat 

dy. dTf. 

( 2 ) ih=is- 

Das Integral y ( hat als regulares Integral bei x = x 0 die Gestalt 

(3) tji ~ c 0 -f c 1 [x — x 0 ) + c 2 (x — x n ) 2 H-. 

Macht nun x einen Umlaut von x 0 aus um x = 0, so hat nach dem- 
selben die aus y,- entstehende Function y,- abermals die Gestalt einer 
gewohnlichen Potenzreihe von x — x 0 

(4) y^cH - f- Ci(x — z 0 ) + F 2 (x — x Q ) 2 -|-, 

d. h. bei dem Umlanf verwandelt sich 

c k in c k (* = o,i, 2 ,...,). 

Aus (4) folgt 

(5) ~|== cl -f 2cl(x — x 0 ) -. 

Andererseits ist 

(6) ~ == c x + 2 c 2 (x — x 0 ) + • • • . 

Da aber bei dem Umlauf die c in die uberstrichenen c iibergehen, 
so ist 

, . dyi _ 

(7) -j- = Ci + 2 cs (x — x 0 ) + • • * > 

»und aus der Uebereinstimmung der rechten Seiten von (5) und (7) 
folgt die zunachst zu beweisende Identitat (2) 

~&Vi _ dyl 
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Nun ist (s. S. 166 Zeile 10) 

(8) y t ~ ji n r/i + /J/a y* + • * • + , 

also 

(P) Vi ^ (hlY}l + + • ' • + fimVn) 

wo die Aecente die Ableitungen nach x bedeuten; nach (2) ist folg- 
lich aucli 

(10) Vi' iS + fiiZVi + * * • + fiinVn • 

Das Integral rj l hat die Umlanfsrelation 

(11) rRFB co t 7] u 
wo 

CDj r:;;’ (? r i 7ti . 

Da aber auch die Ableitung von % wieder eine bis auf den Faktor 
x r * eindoutige Function ist, so ist 


02 ) a?* 

Nach (11) ist aber 

mithin auch fUr dieses Integral 

(M> S 


d *h —• m dr h 
lx 1 lx 


( * r, l ,, , 

d x .. 1 dx 


d\. .... dvt 
dx " 


Jetzt konnon wir die Idontitiit (1) als richtig erweisen, indem wir 
doren beido Seiten bilden. Es ist 


(5 

\'ii' 


+ ft. f + • 

und 



d / ?/ a 

0 5 ) < 

v;- 

-y.’ii') H — 

Anderersoits ist 

<}_ /VA . 



dx \r\ x ) ~ 

v 

und 




! l . (»t\ , 

__ ijTy/— 2); Vi 


dx \ ri x ) ' 


d. h. nacli (H), 

(10), (11), (12) 



d t'J>\ 

0 «) rfiUr- 

a l ; »fat(fti , 2t , + -H ft»2/»)~ V(fti 1 ?i + 1” • 
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Die rechten Seiten von (15) and (16) stimmon ilberoin; duraus folgt 
die zu beweisende Identitiit (1) 

, d /’/A _ 
dx \r} t / . . tlx \ y\J 


2 ) Satss von Casorati 1 ): Wenn der X-fache Linearteiler (o^* - 0)* 
der Determinante 



0 t — Ci> , - 

* * ? 

0 


j 

• . , «nl 


0 

. (t) L 

.0 

, » 

0 1 

* * > j 

A®) :. 3 

0 

• • } 

0 

«»v| l,r„| r 

. 1 

• * J »H } t 


0 

* ’ ? 

0 : 

«>•,. 1 1. > 

1 

* » } G( nn (0 

die v 0 Elemeniartciler 






(® 

u— X, 

1 — ®) > 

(®r 

-®y 

> * * * ’ 

(«>, - 

®) >r - 1 

derselben liefert, so licfet 

d der 

(A“ 

• v 0 )-factor 

Linearteiler (e> 1 

der Determinante 









) »V”I • 1 

— <D , . . . , 

«», V, 

i 1 


A\a) ~i 


• 


• 

j 



«v, 


j * * * 1 


0 

die Elcmentarteiler 






(®i — 

1 

0 ) , 

(«»- 


i 

? * * •» 

I 0, 

1 i 

0) 1 


von A' (go), sodasti die Anzahl der FAementnr teller ran A f (0 ) ton die 
Anmhl der cinfachen ’Klementarteikr von A (0) hinier der (iesamtzuhl 
von deren Flcmentarteilern mrikhbleibL 

Wir boweisen zuniicbst die Iteihe der UnglHchnugen 

(17) ■■■• •!.„ .. 

um dieselben boiru Bewein des (JaHorati'when Snizos leumtxen zu 
kbnnen, Zu dem Elide gebon wir von der nllgenieinereu 1 Menmnnnte 
A | cc ik -.. /?/*a> | o,i i 

aus ; welche durcli (0^ — 0)^ teilbar nei, wiihrend der gronste genndn- 
same Teller aller Unterdeterumianten crater Btufe von J <u | 0 in 

der Potenz (0^ — 0)^ entbiilt, derjenige aller Unierdeteriiiiimiiten xweiler 
Stufe in dor Potenz (0^—0)** u. h. w., der groHHte gctmeiuHame Toiler 

1) Yergl. CompteB renduB hobd. dee m'&ncvn do I'ltnitl. ilr« Mriem*en d« 
Paris, t. 92 (1881). S. 176 u. 238, 
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aller Unterdeterminanten v Q ie * Stufe aber co t co gar nicbt mehr 
enthillt. 

Bezeichnet man die Adjuncten der Elemente von A bezw. mit 

d ih 1, 2,..-,n) 7 

so ist (s. Baltzer, Tin u. Anw. d. Det. 5. AufL § 3. 14. 15. S. 28,29) 

( 18 ) fit = (f,*« 

(i, A) 

Da nun die linke Seite von (18) nur durch (c^ — coy— 1 teilbar ist ; 
kann auch der grosste gemeinsame Teiler aller Ala a> x — co hochstens 
in diescr Potenz enthalten, d. h. 

yl x < A — 1 . 

Hiermit ist die erste der Ungleichungen (17) erwiesen, und ebenso er- 
giebt sich die Richtigkeit der ubrigen. 

Um mm den Casorati'schen Satz selbst zu beweisen, haben wir 
die Elementarteiler von A'(co ) aufzusucben. Zu dem Ende zeigen 
wir, dass der grosste gemeinsame Teiler aller Unterdeterminanten 
von A' (co) 

erster Stufe durcli (oj 1 ~ oyi—»'o-M ? 
zweiter „ „ (oj 1 — ci)** 2 ^ 

u. s. w., 

tiberhaupt der grosste gemeinsame Teiler aller Unterdeterminanten 
v Ut Stufe von J/(o>) durcli 

(a 1 — cof v ~ r ° +r 

und koine libliere Potenz von ©j —co teilbar ist, wenn v einen der 
Worto v = 1, 2,. .., v x hat und v L die Stufenzahl derjenigen Unter- 
determimmton von A'(co) bedeutet, welclie zuerst nicht mehr samtlicb 
durcli co t — co teilbar sind, sodass X Vl — v Q -f- v x = 0. Die Zahl v 1} 
und folglich auch v, ist liiernach, da A'(oo) eine Determinante (n— v„) ton 
Grades ist, stets <n — v 0 , was far den folgenden Beweis von Wichtig- 
keifc ist. 

Wir zerlegen den Beweis der ausgesprochenen Behauptung in zwei 
Teilo, indent wir naclieinander zeigen: 

a) allc Unterdoterniinauten v tat Stufe von A'(co) sind hochstens 

durcli (oj x —©)* r * ’ teilbar; 

b) alia Uliterdetermiiianten v tor Stufe von A'(co) sind mindestens 
durcli (<»!— <o y>~ r “+ r teilbar. 

a) Sei 1* eine beliebigo Unterdeterminante v Ul Stufe von A(co), 
sodass (® x — cof v die libcliste in alien P enthaltene Potenz von o^—co 
ist. Eine solclie Unterdeterminante P entstebt aus A(a) durcli Strei- 
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chung von v Zeilen und v Golonnen; es bleiben also von den n — v {) 
letzten Zeilen in A(oo) mindestens -v — oino slots positive 

Anzahl — iibrig. Die aus solelien n — v 0 • v Zeilen gebildeten Unter- 
determinanten (n — v Q — v) im Grades von 1* wind nun eniweder idea- 
tisch Null (sobald niimlich niclit die siimtlichen n 0 ersten Colonnen, 
die ja nur Nullen entlialten, in jenen Zeilen gestriehen siml), odor sie 
sind Unterdeterminanten v tQV Stale von A'(m). Bezeielmen wir diesel- 
ben im letzteren Fall mit 

L, HI ,..., N 

mid bezw. mit 

L u n / t ,..., N t 

ihre Adjuncten in der Determinants J\ m ist 

( 19 ) P LL X + MM X + NN t ■ 

Setzt man hier fur P successive aile Untenleterminaufen n t,r Stufe 
von A(m), so erhiilt man rechls i’ilr L, M. .A' successive alb* 
Unterdeterminanten State von Jt'(co). Ilieruus Iblgt zuniichsi, 
dass v x < v 0 ; denn ware > v {)9 ho wiiren uoch ulle UnterdHornmmn 
ten 7/ 0 tor Stale von A'(cv) and lolglieh nach (19) fHr r n u aucli 
alle Unterdeterminautcu v {) Usr Stale von A (m) (lurch m toil bar, 

was ausgesclilossen ist. Da aber v <Iio Werte 1,2, durchliiuft, 

so ist stets v {) — v > 0, was Rir das unmiitelbar Polgende v<m Wich- 
tigkoit ist. 

Nach DelinitionMor Determinanten //,, /!/*... i\\ sind niimlich min 
destens v {) — v Zeilen mid inimiestens u () - v Colonnen dersellMm aus 
den v 0 ersten Zeilen, bezw. v {) ersten Colonnen von A [m) eninommen. 
Entliiilt abcr die Detenuinante L t z. B. irgend (due der u (l erston 
Colonnen von A(w), wiilmmd die ghdehnamigo Zeile von Aim) fehH, 
so ist L x f: J Q, amlernfalls — w(mn die gleichimmige Zeile nichi fchlt 
— kann dieses Reihenpaur gestriehen and Hiatt (lessen der Kakfor 
(Q x — m vor die ganzo Detenninante gesekt wenlen. VVenn also cine 
der Determinanton L x M { ... JV A zu jemm mindeHtens vorhamhmen 
v 0 — v Colonnen, die aus den v () ersten Colonnen von A (mi hemlhren, 
nieht auch die bezw. glcdchnamigen^ Zeilen aus /f{o>) enthiili, so ist me 
Null, andernfalls mindestens (lurch (<a l ~m) r ^ ,v teilbar. YViimi also 
samtlicho Unterdeterminanten v Ur Stufe von /!'(«>), d. h. mlimilirhe 
L, JV in alien Gleielumgen (19) (lurch (due hbhere Poten/, 

von to x m als (0^ — mf v * teillmr, ho wiiren zuiblgt* (1*9) hiimt- 

liche P durch oine hohore Potenz von a> l — m als (w, -. ftdlbiir, 

was ausgesclilossen ist. 
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Wir haben somit die unter a) aufgestellte Behauptung erwiesen. 
b) Um zu beweisen, dass alle Unterdeterminanten v iQX Stufe von 
A'(co) auch mindestens durch (co x — Gof v ~ mV °'*‘ v teilbar sind, verfahren 
wir folgendermassen. Es giebt mindestens eine von Null verschiedene 
Unterdeterminante v 0 ior Stufe von J.(co), die niclit mehr durch co x —co 
teilbar ist; wir bezeichnen eine solche mit D. Sie kann aus AJ(p) 
nur entstehen, wenn alle v 0 ersten Colonnen wegfallen, da sie sonst 
0 oder durch co t —co teilbar ware. D ist also aus n~ — v 0 Zeilen 
der n — v 0 letzten Colonnen von A (co) gebildet. Die Unterdeter¬ 
minanten v tQX Stufe von D, deren Zahl 



ist, bezeichnen wir durch 

dlk (/, k = 1, 2 7 . .., //<>) y 

ihre Adjuncten in 1) bezw. durch 

Dik <y» & = 1, ii, ... // 0 ) . 

Jcde dor Doterminanten Di& ist also eine Determinante ^ tGn Grades, 
gobildot aus den Elementcn gewisser (durch den Index i charakteri- 
sierten) v Zeilen von A(co) und gewisser (durch den Index Jc ange- 
deuteten) v der n — v Q letzten Colonnen von A(o). Ferner bezei&b- 
neu wir die Unterdeterminanten v tQT Stufe von A r (co) (die unter 
a) mit L } M ,..., N typisch bezeichnet waren) jetzt anschaulicher 
durch 

Oj'hk (/*,&= 1,55,. .. ^ 0 ), 

wo die Indices h 7 1c andeuten, dass bei der Bildung von dhk bestimmte 
v Zeilen, bezw. bestimmte v Colonnen von A'(co) oder also von den 
n — v Q letzten Zeilen und Colonnen von A (co) gestrichen werden. Die 
Doterminanten d h k mit bestimmtem Index 1c enthalten demnach gerade 
aus denjenigen Colonnen von jd(co) keine Elemente, aus deren Ele- 
menten die Dik mit demselben zweiten Index Jc gebildet sind. 

Nun betrachten wir die Summon 


( 20 ) 


Du + * * * + Dift 0 ah/u 0 == Shi 
D Mo idhi + * ■ * + ee Shf., Q 

(A* 1, 2, .. ., f.i 0 ) . 


Nach der Delinition der D t ot intjede dieser Summen Sm t = 

wicder als Deierminante (n — ^ 0 ) ton Grades darstellbar, indem man 
einfach die n — v 0 -- v zur Bildung von 
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fyiX 0 

imd die v zur Bildung yon 

Du D 12 •. • Di jUo 

verwendeten Zeilen, deren jede n — v 0 Elemente enthalt, untereinander 
setzt und die Determinante dieses quadratischen Systems yon (n —- v o y 
ElCmenten nimmt. 

Die Determinante S/a ist daher identiscli Null, wenn die Zeilen 
der a'h zum Teil mit denen der Di ubereinstimmen (s. Baltzer, Th. 
u. Anw. d. Det. 5. AufL § 4. 1. S. 32), und sie ist — hochstens abge- 
sehen yom Vorzeichen — gleieh A’(p), wenn die Zeilen der a h und D z 
sicli gerade zu denen yon A'(p) erganzen. Die dritte, allein noch ubrige 
Moglichkeit ist die, dass die v Zeilen der D h ohne in irgend einer mit 
einer Zeile der dh ubereinzustimmen, zum Teil oder aucb samtlich den 
v Q ersten Zeilen yon -4(co) entstammen. Randert man in diesem Falle 
die Determinante durch die Elemente yon v Q — v anderen der v Q 
ersten Zeilen und der gleicbnamigen Colonnen yon A(co), so entsteht 
also eine Unterdeterminante v tQX Stufe P von J.(ct>), und es ist 

(21) P = (p t —- a>) v *— v 8k i . 

Da aber samtliche P mindestens durch (o^—teilbar sind, so ist 
S/a in dem betraehteten Falle nach (21) durch (oq— a j)V“ v o+ 1 ' teil¬ 
bar. In dem ersten der drei Falle war Sm = 0, im zweiten ist 
jSaj= + A'(a) durch also den Ungleichungen (17) zu- 

folge ebenfalls mindestens durch (a> A — coi) Xv ~ mV °'* mV teilbar. Die samt¬ 
lich en Grossen S/a sind also entweder Null oder mindestens durch 
(co A — <o) x *~ v * +f teilbar. 

Fasst man nun in den Gleichungssystemen (20) die d/ llc als Un- 
bekannte auf ; so ist die Determinante jedes dieser Gleichungssysteme 
(s. Baltzer, a. a. 0. § 7. 6. S. 68) 



und daher nicht durch o^—© teilbar. Da aber bei der Auflosung 
des Gleichungssystems (20) jedes <£/&, multipliciert mit \Dik\> eine 
lineare homogene Function der Su wird, so folgt aus dem obigen 
Ergebnis fiir die letzteren, dass auch samtliche d. h. samtliche 
Unterdeterminanten v tQT Stufe yon A'( co) mindestens durch die Potenz 
(© x — von teilbar sind. 

Hiermit ist auch die unter b) aufgestellte Behauptung erwiesen, 
und wir haben somit bisher gezeigt: 
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Sdmtliche Unterdeterminanten v ter Stufe (v — 1 , 2, . . ,/a/J von 
J/(co) smd cfoercfo die Poten# 

(co, - (d)^- v#+v , 

alter nicht sdmtliche durch eine hohere Potent von (o x —co teilbar . 

Mit bezeichneten wir die Stufenzahl derjenigen Unterdeter¬ 
minanten von A'(on), die zuerst nicht mehr samtlich durch — to 
teilbar sind. Also folgt aus dem soeben Bewiesenen fur v = v x 

h'x — v o v i “ o 

oder 

( 22 ) — 

Die Zerlegung des Toilers (co x —von A'(to) in Elementarteiler 
lautet daher 

(23) . (*, _(□)*-* = 

(«! - of- 11 - 1 . ..(©,- 

wiilirend diejenige des Toilers — a>) z von. J.(«) 


(24) 


(®r - = - : 

3-^.—1 . ((Oj-a)) ; ' r i— 1_ . . . (ajj — i 


war. Mit Itiicksieht anf Gleichung (22) ist also der Casor ati’sche 
Satz in Bezug auf die v t erstcn Elementarteiler von A{a) und, wenn 
v, = v 0 , sclion ganz allgemein bewiesen. Ist dagegen v t < v 0 , so 
etehen don Elementarteilern 

(«! — oj )‘’'> -i,, * +1 , . . ., (©i — a >)' l,,| > —1 

von ,4(a>) gar koine Elementarteiler von A'(a) oder — wie wir dafflr 
sagen Iconnen — solche vom nullten Grad gegenuber. Der Satz wird 
also aueli fttr die letzteren Elementarteiler bewiesen sein, wenn gezeigt 
ist, dass der Grad eines jeden derselben gleich der Einheit ist, d. b. 
dass dies lauter einfacbe Elementarteiler von -4(<n) sind. Multipliciert 
man zu dem Ende (23) mit (ro 1 — ©) r », so muss die Summe der Ex- 
pononten von co 1 — co auf der recliten Seite von (23) und (24) den- 
selben Wert liaben. Dies ergiebt aber die Gleicbung 

(25) (H,,, — A,, 1+ i) + (^n+j. — ^u+s) H-+ K—i ^= v o v i> 

wo links nacb (17) die Summe von v 0 — v x positiven ganzen Zablen 
stebt. Diese hat .den Wert v 0 — folglich ist 

1,., — = l»i+i li'i+s = •••== K a —l = 1- 
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Hiermit ist der Casorati'sclie Safcz ganz allgemoiu bewieaen. 

Da fiir die Determinante A'(w) die den Ungleiehmigon (17) ana- 
logen Ungleiclmngen gelten, folgt noeli, dass nur die letzten 

Blementarteiler von A (a) emfache, alio vorangehemlen aber hoheren 
als ersten Grades sind. Wcndet man duller den (Ja.sonii.iksehen Satz 
dann auf A'(<o) abermals un ; bezw. auf eine Peterminante, die in 
iliren Elementarteilern mit A'(co) ubercinstinmit, aber sehon die Ge¬ 
stalt yon JL(ra) hat ; u. 8. w. ; so ergiebt sieb . nebenbei bemerki - 

gleichzeitig noeli der Satz: 

Die Grade der ElemeutartcMer einer Jkkrminantv A (o>) sivhm in 
der Bemlimg 

X — X^ > X^ • L ^ X >ti i, 
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